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Re´sume´ Abstract
Les piles de sable Kadanoff
Les mode`les de pile de sable
sont une sous-classe d’automates
cellulaires. Bak et al. les ont intro-
duit en 1987 comme une illustra-
tion de la notion intuitive d’auto-
organisation critique.
Le mode`le de pile de sable Ka-
danoff est un syste`me dynamique
discret non-line´aire image´ par
des grains cubiques se de´plac¸ant
> p
de colonne parfaitement
empile´e en colonne par-
faitement empile´e. Pour
un parame`tre p fixe´, la
re`gle ci-contre est ap-
plique´e jusqu’a` atteindre une confi-
guration stable, appele´e point fixe.
A´ partir d’une re`gle locale
simple, de´crire et comprendre le
comportement macroscopique des
piles de sable s’ave`re tre`s rapi-
dement complique´. La difficulte´
consiste en la prise en compte si-
multane´e des modalite´s discre`te et
continue du syste`me : vue de loin,
une pile de sable s’e´coule comme
un liquide ; mais de pre`s, lorsque
Kadanoff sandpiles
Sandpile models are a subclass
of Cellular Automata. Bak et al.
introduced them in 1987 for they
exemplify the intuitive notion of
Self-Organized Criticality.
The Kadanoff sandpile model
is a non-linear discrete dynamical
system illustrating the evolution of
cubic sand grains from nicely pa-
cked columns to nicely packed co-
lumns. For a fixed para-
meter p, the rule depicted
on the left is applied until
reaching a stable configu-
ration, called a fixed point.
From a simple local rule, to
describe and understand the ma-
croscopic behavior of sandpiles is
very quickly challenging. The dif-
ficulty consists in the simultaneous
study of continuous and discrete
aspects of the system : on a large
scale, a sandpile flows like a liquid;
but on a small scale, when we want
to describe exactly the shape of a
fixed point, the effects of the dis-
crete dynamic must be taken into
-l’on s’attache a` de´crire exactement
une configuration, les effets de la
dynamique discre`te doivent eˆtre
pris en compte. Si par exemple
nous ajoutons un unique grain a`
une configuration stable, celui-ci
de´clenche une avalanche qui ne
modifie que la couche supe´rieure
de la pile, mais dont la taille est tre`s
difficile a` pre´dire car sensible au
moindre changement sur la confi-
guration.
En analogie avec un sablier,
nous nous inte´ressons en parti-
culier a` la se´quence des points
fixes atteints par l’ajout re´pe´te´ d’un
nombre fini de grains a` une meˆme
position, et a` l’e´mergence de struc-
tures e´tonnamment re´gulie`res.
Apre`s avoir e´tabli une conjec-
ture sur l’e´mergence de motifs de
vague sur les points fixes, nous
nous pencherons dans un premier
temps sur une proce´dure induc-
tive de calcul des points fixes.
Chaque e´tape de l’induction cor-
respond au calcul d’une avalanche
provoque´e par l’ajout d’un nou-
veau grain, et nous en proposerons
une description simple. Cette e´tude
sera prolonge´e par la de´finition de
trace des avalanches sur une co-
lonne i, qui capture dans un mot
d’un alphabet fini l’information
ne´cessaire a` la reconstitution du
point fixe pour les colonnes a` la
droite de l’indice i. Des liens entre
les traces a` des indices successifs
seront alors exploite´s, liens qui per-
mettent de conclure l’e´mergence de
traces re´gulie`res, pour lesquelles
la reconstitution du point fixe im-
plique la formation des motifs de
account. If for example we add
a single grain on a stabilized
sandpile, it triggers an avalanche
that roughly changes only the up-
per layer of the configuration, but
which size is hard to predict be-
cause it is sensitive to the tiniest
change of the configuration.
In analogy with an hourglass,
we are particularly interested in
the sequence of fixed points rea-
ched after adding a finite number
of grains on one position, with the
aim of explaining the emergence of
surprisingly regular patterns.
After conjecturing the emer-
gence of wave patterns on fixed
points, we firstly consider an in-
ductive procedure for computing
fixed points. Each step of the in-
duction corresponds to the compu-
tation of an avalanche triggered by
the addition of a new grain, for
which we propose a simple des-
cription. This study is carried on
with the definition of the trace of
avalanches on a column i, which
catches in a word among a finite
alphabet enough information in or-
der to reconstruct the fixed point
on the right of index i. Links bet-
ween traces on successive columns
are then investigated, links allo-
wing to conclude the emergence of
regular traces, whose fixed point’s
reconstruction involves the appea-
rance and maintain of the wave
patterns observed. This first ap-
proach is conclusive for the smal-
lest conjectured parameter so far,
p “ 2.
The study of the general case
goes through the design of a new
vague observe´s. Cette premie`re
approche est concluante pour le
plus petit parame`tre conjecture´ jus-
qu’ici, p “ 2.
L’e´tude du cas ge´ne´ral
que nous proposons passe
par la construction d’un nou-
veau syste`me meˆlant diffe´rentes
repre´sentations des points fixes,
qui sera analyse´ par l’associa-
tion d’arguments d’alge`bre line´aire
et combinatoires (lie´s respective-
ment aux modalite´s continue et
discre`te des piles de sable). Ce
re´sultat d’e´mergence de re´gularite´s
dans un syste`me dynamique dis-
cret fait appel a` des techniques
nouvelles, dont la compre´hension
d’un e´le´ment de preuve reste en
particulier a` raffiner, ce qui per-
met d’envisager un cadre plus
ge´ne´ral d’appre´hension de la no-
tion d’e´mergence.
Mots cle´s : syste`me dynamique
discret, pile de sable, point fixe,
structure e´mergente.
system meddling in different re-
presentations of fixed points,
which will be analyzed via an
association of arguments of li-
near algebra and combinatorics
(respectively corresponding to the
continuous and discrete modali-
ties of sandpiles). This result sta-
ting the emergence of regularities
in a discrete dynamical system put
new technics into light, for which
the comprehension of a particular
point in the proof remains to be in-
creased. This motivates the consi-
deration of a more general frame
of work tackling the notion of emer-
gence.
Keywords : discrete dynami-
cal system, sandpile, fixed point,
emergent structure.
-
! Mais que se passe-t-il, Oˆ sage Domosoge`ne, si nous de´cidons d’enlever
un grain de sable a` ce tas ?
Aurions-nous toujours un tas ? "
Socrate dialogue avec Domosoge`ne, Platon
Imagine´ par Oscar Gnouros
-
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Quel est le point commun entre une colonie de fourmis, un cerveau,et Internet ? Ce sont tous des syste`mes qui e´voluent dans le temps,
sont compose´s d’un grand nombre d’e´le´ments identiques en interac-
tion, et qui pre´sentent des comportements collectifs qui semblent dif-
ficilement re´ductibles aux re`gles qui les re´gissent. Il est admit que ces
re`gles sont locales : chaque e´le´ment modifie son comportement en fonc-
tion de quelques voisins, mais ne prend pas en compte l’e´tat du syste`me
dans sa globalite´. Comment alors expliquer l’incroyable complexite´ de
ces syste`mes regarde´s comme un tout, simplement a` partir des re`gles
de´crivant les interactions au niveau local ? Nous ne savons pas de´duire
ces comportements a` partir du mouvement de chaque fourmi, chaque
neurone, chaque utilisateur d’un re´seau, et ne connaissons pas meˆme
les re`gles qu’ils suivent avec certitude. De tels syste`mes abondent dans
la nature, a` de nombreuses e´chelles. Les mode`les de pile de sable sont
une tentative pour capturer ces phe´nome`nes d’e´mergence dans un cadre
formel, et comprendre pre´cise´ment dans quelle mesure il est possible de
re´duire des observations globales d’un syste`me au comportement local
de ses parties.
Ces questions ne sont pas nouvelles, mais l’augmentation des ca-
pacite´s de calcul a permis d’e´tudier des proble`mes qui e´taient jusque
la` hors de porte´e [Wea48]. Comprendre et de´montrer des proprie´te´s
de re´gularite´ e´mergeant de la dynamique de syste`mes discrets devient
tre`s vite un de´fi, et il existe de nombreuses questions ouvertes dans ce
domaine. Prenons l’exemple de´fini en 1986 par Chris Langton, d’une
fourmi pose´e sur un e´chiquier de taille infinie, dont les cases sont blanches
ou noires [Lan86]. La fourmi suit alors la re`gle suivante : si la case est
noire, alors la case devient blanche et la fourmi tourne d’un quart de tour
sur la droite puis avance d’une case devant elle ; si la case est blanche,
alors la case devient noire et la fourmi tourne d’un quart de tour sur
la gauche puis avance d’une case devant elle. Il est conjecture´ que pour
1
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tout e´chiquier de de´part comportant un nombre fini de cases noires, la
fourmi atteint en un temps fini un comportement pe´riodique qualifie´
d’autoroute (la fourmi avance alors dans une direction oblique avec une
pe´riode de 104 ite´rations). Nous ne savons pas encore si cette conjecture
est vrai ou fausse [GMG02]. La suite de Collatz est au moins aussi sur-
prenante, elle est de´finie pour un entier n par l’ite´ration de la fonction
suivante : si l’entier est pair, nous le divisons par 2 ; s’il est impair, nous
le multiplions par 3 et ajoutons 1. Il a e´te´ conjecture´ par Lothar Collatz
dans les anne´es 1930 qu’a` partir de tout nombre strictement positif, cette









Cette conjecture est elle aussi toujours ouverte, malgre´ le grand inte´reˆt
qu’elle suscite [Lag03 ; Lag06]. Nous pouvons citer e´galement le proble`me
du rotor-router de´fini en 2001 par James Propp, a` la dynamique proche
des mode`les de pile de sable, et dont une question a` l’apparence simple
sur le comportement asymptotique a e´te´ longtemps conjecture´e [Lev04 ;
LP08].
Ce manuscrit pre´sente l’e´tude d’un syste`me dynamique discret
—en espace et en temps— illustrant des grains cubiques se de´plac¸ant
de colonne parfaitement empile´e en colonne parfaitement empile´e. Le
mode`le de pile de sable Kadanoff de´crit l’e´volution en une dimension
d’une pile constitue´e d’un nombre fini de grains empile´s sur une seule
colonne —tels qu’ils tomberaient d’un sablier— jusqu’a` une position
stable. Les grains se de´placent par petits groupes suivant l’application
re´pe´te´e d’une re`gle simple jusqu’a` ce que la pile atteigne une confi-
guration dans laquelle celle-ci ne peut plus eˆtre applique´e, que nous
> p
les grains s’e´bou-
lent sur la droite.
appellerons un point fixe. Pour un entier p ě 1 fixe´, la
re`gle est la suivante : si la diffe´rence de hauteur entre
deux colonnes i et i`1 est strictement supe´rieure a` p,
alors p grains s’e´boulent de la colonne i vers les p
colonnes i`1, i`2, . . .i`p. Bien que la re`gle soit lo-
cale et e´le´mentaire, il est difficile d’expliquer et de
pre´dire le comportement de la pile de sable dans son
ensemble. Nous nous inte´resserons a` la dynamique
des grains de sable dans ce mode`le ou` la re`gle est
3applique´e se´quentiellement, et plus particulie`rement a` une description
de la forme des points fixes en fonction du nombre de grains initia-
lement empile´s, dans le but d’expliquer l’e´mergence de motifs a` l’allure
de vague pe´riodiquement re´pe´te´s sur les configurations stables. De fac¸on
inte´ressante, ces motifs re´guliers ne couvrent pas entie`rement les points
fixes, mais e´mergent d’une partie a` l’allure de´sordonne´e.
Les piles de sable sont proches de la limite entre les phe´nome`nes
discrets et continus : de loin, le syste`me e´volue grossie`rement de fac¸on
continue, vers une pile en forme de triangle ; mais de pre`s, lorsque nous
nous attachons a` de´crire exactement la forme d’une configuration, les ef-
fets de la dynamique discre`te doivent eˆtre pris en compte. Si par exemple
nous ajoutons un grain a` une configuration stable, nous de´clenchons
une avalanche qui ne modifie grossie`rement que la surface de la pile de
sable, mais dont la taille est difficile a` pre´dire car ce phe´nome`ne est tre`s
sensible au moindre changement sur la pile. La question que nous po-
sons concerne l’e´tude a` une e´chelle tre`s fine (au grain pre`s) de la forme
asymptotique (lorsque le nombre de grains tend vers l’infini) des points
fixes. Nous meˆlerons ainsi de fac¸on non triviale les modalite´s discre`te et
continue des piles de sable, et il en ressort une application —peut-eˆtre
simplement distrayante— au paradoxe sorite : nous proposerons une dis-
tinction naturelle et pre´cise pour de´cider si un amas de sable peut-eˆtre
qualifie´ de tas ou non.
Le chapitre 1 pre´sentera la Ge´ne´alogie du mode`le de pile de sable
Kadanoff, a` partir de l’ide´e d’auto-organisation critique dont ces mode`les
sont une instanciation. A` partir du mode`le original de tas de sable, dont
les proprie´te´s statistiques semblent avoir une porte´e de paradigme, jus-
qu’au premier mode`le unidimensionnel e´tudie´ d’un point de vue com-
binatoire, nous pre´senterons en suivant la chronologie l’enchaıˆnement
des questions qui nous me`nent a` l’e´tude que nous pre´senterons dans les
chapitres qui suivent. Nous distinguerons bien tous les mode`les intro-
duits, qui sont en partie assimilables dans le cas unidimensionnel mais
comportent des diffe´rences importantes dans leur ge´ne´ralisation.
Nous en arriverons a` la de´finition du mode`le de pile de sable Ka-
danoff dans le chapitre 2, suivi de quelques remarques pre´liminaires et
des re´sultats connus. Nous donnerons une premie`re de´finition tre`s na-
turelle a` partir de la hauteur des grains empile´s sur chaque colonne,
puis en formulerons une seconde a` partir de la pente entre deux co-
lonnes adjacentes, qui s’ave`re plus commode a` manipuler et qui de´fini
bien le meˆme mode`le. Ce syste`me dynamique comporte une structure
de treillis et un unique point fixe, qui est l’objet principal auquel nous
nous inte´resserons, et pour lequel nous pre´senterons quelques exemples
menant a` la conjecture d’une forme ge´ne´rale comportant des motifs
de vague re´pe´te´s tre`s re´gulie`rement. Les re´sultats de P-comple´tude du
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proble`me de l’avalanche (pre´diction de l’instabilite´ produite par l’ajout
d’un grain de sable a` une configuration) sugge`rent une se´quentialite´
irre´ductible de sa dynamique a` partir de deux dimensions, le cas uni-
dimensionnel que nous e´tudions restant ouvert.
La compre´hension du phe´nome`ne d’avalanche est l’objet du chapitre
3, a` travers l’e´tude d’une me´thode inductive de calcule des points fixes.
Plutoˆt que de partir d’un nombre fini N de grains empile´s puis d’ap-
pliquer la re`gle locale jusqu’a` stabilisation de la configuration, nous
verrons qu’il est possible d’atteindre ce point fixe en ajoutant un a` un
les grains de sable. Chaque ajout de´clenche une re´action en chaıˆne que
nous de´finirons par le terme avalanche, et a` la fin des N premie`res ava-
lanches nous obtenons le meˆme point fixes que par la me´thode directe
partant de N grains empile´s ; les actions d’ajout d’un grain et de stabi-
lisation sont ainsi commutatives. L’avantage de cette seconde proce´dure
est qu’elle nous permet une e´tude inductive des points fixes, par les ava-
lanches du mode`le, dont nous verrons qu’elles sont tre`s structure´es. Ces
de´veloppements me`neront a` la description exhaustive de leur de´roule-
ment, a` partir du moment ou` une certaine condition de ple´nitude est
ve´rifie´e. Nous proposerons enfin une e´tude de cette condition de ple´nitu-
de pour le plus petit parame`tre qui nous inte´resse, p “2 (c’est-a`-dire
lorsque deux grains s’e´boulent a` chaque application de la re`gle), con-
cluant qu’asymptotiquement elle n’est pas ve´rifie´e sur une partie de
taille relative nulle de chaque avalanche. Nous conjecturerons que c’est
e´galement le cas pour les autres valeurs de p, et poursuivrons cette e´tude
dans le chapitre qui suit.
La condition de ple´nitude et la description d’une avalanche qui en
re´sulte permettent d’e´tablir une grande invariabilite´ des points fixes.
Dans le chapitre 4, nous exploiterons cette invariabilite´ a` travers une
approche originale. Au lieu de conside´rer l’e´volution temporelle sur les
avalanches, c’est-a`-dire la premie`re avalanche, puis la seconde, puis la
troisie`me. . . nous conside´rerons leur e´volution spatiale. Il s’agira d’en-
coder dans un mot u la fac¸on dont chaque grain est passe´ au dessus
d’une certaine colonne i au cours des N premie`res avalanches, tel que
la connaissance de u permette de reconstruire le point fixe pour les co-
lonnes a` la droite de i. Nous appellerons u la trace jusque N en i. Intui-
tivement, si nous pouvons reconstruire le point fixe sur la droite de i,
alors nous pouvons de´duire de u la trace u1 jusque N en i`n pour tout
n ě 0. C’est ce que nous ferons, a` travers la de´finition d’un transducteur
a` e´tats finis (un automate fini de´terministe qui produit un mot a` chaque
transition), tel que l’image de la trace jusque N en i soit la trace jusque N
en i`p. Il sera alors possible d’e´tudier les ite´rations successives du trans-
ducteur, qui de´crivent l’e´volution spatiale des traces jusque N : en i, puis
en i`p, puis en i`2p, puis en i`3p,. . . et d’en de´duire l’e´mergence de
traces re´gulie`res, telles que la reconstitution du point fixe a` partir d’une
5trace i`np fasse apparaıˆtre les motifs de vague. Encore une fois, certains
re´sultats seront restreints au parame`tre p “2. Nous aurons alors une
preuve comple`te de l’apparition des motifs de vague pour ce parame`tre,
et discuterons des difficulte´s a` ge´ne´raliser ces de´veloppements.
Le chapitre 5 pre´sentera une nouvelle approche, a` partir de la de´fini-
tion d’un syste`mes de´crivant la dynamique interne des points fixes, c’est-
a`-dire tel que l’orbite d’un point choisi en fonction du nombre de grains
N de´crive le point fixe a` N grains auquel nous nous inte´ressons. En par-
tant de la colonne initiale d’indice 0, l’ide´e est que chaque ite´ration nous
permettra de donner la hauteur d’une nouvelle colonne. Le point ob-
tenu apre`s une ite´ration nous donnera la hauteur a` l’indice 1, apre`s deux
ite´rations a` l’indice 2, apre`s trois ite´rations a` l’indice 3. . . Le reste du cha-
pitre s’inte´ressera alors a` manipuler ce syste`me non-line´aire pour accor-
der ses composantes discre`te et continue. Une transformation cle´ nous
donnera une intuition sur le comportement de ce syste`me, ce qui per-
mettra de prouver que pour tout nombre de grains N, l’orbite converge
tre`s rapidement vers des points re´guliers. Nous de´duirons alors de la
re´gularite´ de ces points, qui de´crivent le point fixe a` N grains, la re´gulie`re
apparition des motifs de vague. Cette dernie`re e´tude permettra donc de
de´montrer notre conjecture sur la forme des points fixes pour tout pa-
rame`tre p du mode`le de pile de sable Kadanoff.
Nous terminerons dans le chapitre 6 avec une discussion du re´sultat
et des techniques employe´es.
Au cours de nos discussions, nous emploierons le qualificatif com-
plexe uniquement dans un sens intuitif tire´ de son e´tymologie latine con-
! avec " plexus ! entrelacement " ; de meˆme le mot e´mergence de´signera




1.1 Mode`le de tas de sable Bak-Tang-Wiesenfeld BTW . . . . . 8
1.1.1 Nature et auto-organisation critique . . . . . . . . . 8
1.1.2 De´finition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.3 BTW et criticalite´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.4 BTW et auto-organisation . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2 Mode`le de tas de sable abe´lien ASM . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.1 De´finition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.2 Groupe abe´lien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3 Mode`le de pile de sable SPM . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3.1 BTW unidimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3.2 De´finition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.3.3 Re´sultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.3.4 Proge´niture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.4 Chip Firing Game CFG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Ce chapitre pre´sente la suite de mode`les et de questions qui ontconduit a` l’e´tude des pile de sable Kadanoff que nous proposons
dans ce manuscrit. Les piles de sable sont capables d’exhiber des com-
portements tre`s complexes et difficiles a` appre´hender, a` partir de re`gles
tre`s simples de´crivant localement le mouvement de particules. Histori-
quement, le mode`le de tas de sable Bak-Tang-Wiesenfled a e´te´ introduit
dans le but de capturer le comportement de nombreux syste`mes dy-
namiques non-line´aires, a` travers la proprie´te´ d’auto-organisation critique
(partie 1.1). Le comportement de ce mode`le est tre`s riche, et les pre-
miers de´veloppements formels initie´s par Deepek Dhar dans un cadre
alge´brique ont apporte´ des e´le´ments de compre´hension remarquables,
tout comme de nouvelles questions fascinantes. Nous aborderons en par-
ticulier certaines configurations de´finies alge´briquement de fac¸on tre`s
7
-8 Chapitre 1. Ge´ne´alogie
naturelle, et dont la structure surprenante n’a rec¸u que peu d’explica-
tions (partie 1.2). Nous en arriverons a` exposer des mode`les plus simples,
saisissant des aspects de la complexite´ de leurs anceˆtres, et pour lesquels
nous pre´senterons des approches combinatoires (partie 1.3). Le mode`le
de pile de sable Kadanoff, que nous e´tudierons en de´tail par la suite,
fait partie de cette descendance. Nous terminerons par l’expose´ du Chip
Firing Game, qui englobe dans un cadre tre`s ge´ne´ral cette ge´ne´alogie
(partie 1.4).
1.1 Mode`le de tas de sable Bak-Tang-Wiesenfeld BTW
Dans cette partie, nous pre´sentons le mode`le de tas de sable Bak-
Tang-Wiesenfeld (BTW), et discutons brie`vement de l’auto-organisation
critique (Self-Organised Criticality). Cette dernie`re fait re´fe´rence a` la ten-
dance de certains syste`mes de grande taille a` se conduire, sans re´glage
pre´cis d’un parame`tre (auto-organisation), vers des e´tats dont les insta-
bilite´s sont de´crites pas des lois de puissance (criticalite´). Ces e´tats sont
appele´s critiques car ils ne posse`dent aucune e´chelle caracte´ristique, dans
le sens ou` ils se comportent de la meˆme fac¸on a` toutes les e´chelles.
1.1.1 Nature et auto-organisation critique
L’auto-organisation critique a une vise´e paradigmatique, pour l’ex-
plication d’une varie´te´ de phe´nome`nes complexes observe´s dans la na-
ture. Cette proprie´te´, qui s’inte´resse a` la diffusions des instabilite´s dans
les syste`mes non-line´aires, est e´videmment mentionne´e pour l’e´tude des
tas de sable, mais a e´galement trouve´ un e´cho dans de nombreux do-
maines, dont des travaux sur la structure fractale des montagnes et la
fre´quence des tremblements de terre [BC94], les fluctuations du marche´
[LS96], l’extinction des espe`ces [SBF+95], et en sciences politiques sur la
propagation des actes collectifs de de´sobe´issance civile [Bra12], pour ne
citer que quelques exemples.
nature La nature regorge d’exemples de syste`mes pre´sentant des com-
portements collectifs complexes. Un effort important est mene´ pour l’iden-
tification et la compre´hension des me´canismes sous-jacents a` ces com-
portements, mais de´ja` dans le cas ou` les meˆme re`gles locales simples
sont suivies par chaque unite´, il est difficile de trouver des conditions
ge´ne´rales permettant de pre´dire leur complexite´ spatio-temporelle. Entre
le comportement e´vident d’entite´s inde´pendantes, pouvant eˆtre analyse´
en conside´rant chacune individuellement, et les syste`mes parfaitement
synchrones, il y a un large spectre de situations. Certains pre´sentent
par exemple des fractales a` la fois dans leur structure spatiale et sur
leur comportement dans le temps. Si les fractales font parti des formes
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ge´ome´triques e´mergents de phe´nome`nes naturels (l’univers est compose´
d’amas de galaxies, organise´s en amas d’amas de galaxies, etc. . .), nous
avons toujours besoin de comprendre leur origine dynamique, c’est-a`-
dire comment la nature les a cre´e´s.
auto-organisation critique L’auto-organisation critique est un con-
cept ayant pour but de de´crire une classe de syste`mes dynamiques qui
e´voluent vers un ensemble d’e´tats dans lesquels des proprie´te´s phy-
siques apparaissent a` toutes les e´chelles. Elle e´tudie les changements
brutaux du comportement de syste`mes compose´s d’un nombre impor-
tant d’e´le´ments en interaction dynamique, sans intervention exte´rieure
et sans parame`tre de controˆle. L’auto-organisation critique n’a cepen-
dant pas de de´finition formelle, elle est essentiellement identifie´e par
une description phe´nome´nologique (a` partir d’observations empiriques),
et de nombreux points sont ainsi de´battus. Aucun consensus ne l’em-
porte sur les proprie´te´s de´finissant un syste`me comme ! complexe ". Dans
ce manuscrit, nous pre´senterons quelques premie`res observations sur le
mode`le original de tas de sable, mais n’entrerons pas dans le de´tail de
ces discussions.
1.1.2 De´finition
Le mode`le de tas de sable BTW capture des proprie´te´s importantes de
nombreux syste`mes non-line´aires, dont une organisation spontane´e vers
des e´tats quasi-stationnaires pre´sentant de fortes invariances au passage
a` l’e´chelle. Il a e´te´ de´fini par Per Bak, Chao Tang et Kurt Wiesenfeld en
1987 [BTW87].
Informellement, conside´rons une table sur laquelle nous ajoutons des
grains de sable un a` un. Apre`s une pe´riode transiente, une pile se forme
qui atteint les bords, de sorte que —statistiquement— autant de grains
tomberont sur les bords qu’il n’en sera ajoute´. Cet e´tat est critique dans
le sens ou l’ajout d’un unique grain peut provoquer une avalanche de
toute taille : une petite perturbation n’implique pas force´ment de petits
effets. Si la pente de la configuration est raide, une avalanche couvrant
le syste`me entier peut se produite ; si la pente est faible, seules de petites
avalanches interviendront. Sans de´finir formellement ce terme, nous di-
rons que l’e´tat ainsi atteint est globalement me´tastable, entre ces deux
extreˆmes. Expe´rimentalement, les instabilite´s semblent alors de´crites par
des lois de puissance.
mode`le Le mode`le de tas de sable BTW est un automate cellulaire sur
une grille de taille L, S “ J0 ; L ´ 1K2, et une configuration, ou e´tat, est
une assignation d’une quantite´ de sable sur chaque cellule, z : S Ñ N, de
sorte que zpi, jq de´signe la hauteur de la cellule pi, jq. La re`gle d’ite´ration
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est alors la suivante : si la hauteur d’une cellule pi, jq est supe´rieure ou
e´gale a` la valeur critique zc, alors cette cellule donne un grain a` chacun de
ses quatre voisins, nord, est, sud, ouest.
Si zpi, jq ą zc alors $’’’’’&’’’’’%
zpi, jq Ñ zpi, jq ´ 4
zpi` 1, jq Ñ zpi` 1, jq ` 1
zpi´ 1, jq Ñ zpi´ 1, jq ` 1
zpi, j` 1q Ñ zpi, j` 1q ` 1
zpi, j´ 1q Ñ zpi, j´ 1q ` 1
La re`gle locale est applique´e en paralle`le a` chaque cellule, et nous dirons
qu’une cellule s’e´boule lorsqu’elle donne des grains a` ses voisines. Sans
perte de ge´ne´ralite´, nous conside´rons zc “ 3, car prendre une autre va-
leur e´quivaut simplement a` un changement d’origine pour les valeurs
de z. Les grains sont perdus s’ils tombent sur les bords.
Une cellule, ou site, est instable si sa hauteur est strictement supe´rieure
a` zc. Une configuration est stable si tous ses sites sont stables, et nous
utiliserons le terme stabiliser pour de´signer l’application re´pe´te´e de la
re`gle jusqu’a` l’obtention d’une configuration stable. Tous les sites d’une
configuration stable ont des hauteurs entre 0 et 3.
hauteur ou pente ? Il est important de remarquer que la valeur zpi, jq
est un me´lange indissociable de hauteur et de diffe´rence de hauteur :
c’est une hauteur en nombre de grains, mais des grains peuvent
! sauter " d’une cellule a` une cellule plus haute ;
c’est une diffe´rence de hauteur, ou pente, qui indique quand une
cellule est instable et s’e´boule, mais il n’est pas consistant de consi-
de´rer qu’une cellule donne des unite´s de diffe´rence de hauteur
dans quatre directions.
processus stochastique Le processus e´tudie´ est le suivant : a` par-
tir d’une configuration tire´e ale´atoirement, par exemple selon une dis-
tribution uniforme, nous ajoutons des grains un a` un a` des positions
ale´atoires, tout en stabilisant la configuration entre deux ajouts.
Remarquons que certains e´tats ne peuvent apparaitre qu’au de´but
de ce processus, par exemple la configuration vide z : pi, jq ÞÑ 0. Nous
e´tablissons ainsi une distinction entre des e´tats transients, qui n’appa-
raissent plus a` partir d’un certain temps, et des e´tats critiques, qui forment
un attracteur de la dynamique et qui sont ceux qui nous inte´resserons
dans un premier temps. Nous donnerons une de´finition pre´cise de ces
e´tats dans la partie 1.2. La figure 1.1 pre´sente un e´tat critique typique.
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Figure 1.1 – Configuration critique du mode`le BTW pour une grille de
taille 100 par 100. Le code couleur va de 0-blanc a` 3-noir, et nous re-
marquerons la couleur poivre et sel. Soulignons cependant qu’il existe un
certain nombre de motifs interdits sur les configurations critiques, il est
par exemple impossible d’avoir deux valeurs 0 sur des cellules voisines,
car l’e´boulement de l’une entraıˆne l’ajout d’un grain sur l’autre. Sur les
4L
2
configurations stables, environ p3.2102 . . . qL2 sont critiques [Cre96].
1.1.3 BTW et criticalite´
L’ide´e que tente de capturer la criticalite´ du mode`le BTW est la sui-
vante : les avalanches entraıˆne´es par les ajouts de grains peuvent eˆtre, et
sont ne´cessairement de toutes tailles (l’amplification de petites fluctua-
tions locales successives —ajout d’un grain— me`ne ine´luctablement a`
une large avalanche qui couvrira toute la configuration), mais la taille
de la prochaine avalanche de´pend d’une somme de de´tails que nous ne
pouvons pre´dire dans leur globalite´.
Nous pouvons mesurer l’instabilite´ entraıˆne´e par l’ajout d’un grain
au nombre de sites e´boule´s au cours de l’avalanche provoque´e ; alors
la distribution de probabilite´ des tailles des instabilite´s semble de´crite
par une loi de puissance. BTW pre´senterait ainsi des structures auto-
similaires, a` la fois spatiallement (distribution identique si l’ajout est
re´pe´te´ sur un seul site, quel qu’il soit) et temporellement (meˆme com-
portement statistique a` partir des temps t et t` ∆t), qui sont invariantes
au passage a` l’e´chelle (meˆme comportement quel que soit la taille L de
la grille conside´re´e). Informellement, des liens entre les instabilite´s ap-
paraissent sur des distances bien plus grandes que le rayon de la re`gle
locale d’e´boulement. En ce sens, ces e´tats sont similaires aux transitions
de phase critiques e´tudie´es en thermophysique [Jen98].
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Soulignons toutefois que les lois de puissance, qui pre´sentent une
invariance au passage a` l’e´chelle, sont en elles-meˆmes un sujet discute´,
et que leur identification a` partir des re´sultats de simulations n’est pas
entie`rement satisfaisant.
1.1.4 BTW et auto-organisation
Traditionnellement en physique, les phe´nome`nes ! critiques " au sens
de la partie pre´ce´dente apparaissent dans des conditions exceptionnelles
controˆle´es par un parame`tre tel que la tempe´rature. Ce qui fait l’auto-
organisation du mode`le BTW n’est donc pas simplement la localite´ de la
re`gle d’e´boulement, mais surtout l’absence de parame`tre a` re´gler pre´ci-
se´ment pour obtenir le comportement critique. En ce sens, l’auto-organi-
sation critique tente d’expliquer l’apparition de phe´nome`nes complexes
naturels, sans dessein.
Comme il a e´te´ remarque´ par plusieurs auteurs, il est possible d’iden-
tifier le re´glage d’un parame`tre a` la valeur 0, mais il est difficile de juger
si ce re´glage doit eˆtre qualifie´ de ! non-naturel ". Avant chaque ajout
d’un nouveau grain, nous attendons que la configuration soit stabilise´e ;
en ce sens, la fre´quence d’ajout des grains tend donc vers 0 lorsque la
taille de la grille L croıˆt. Le parame`tre de controˆle de la criticalite´ du
syste`me serait selon cet argument le taux d’ajout des grains.
1.2 Mode`le de tas de sable abe´lien ASM
Dans une se´rie de papiers, Deepek Dhar et ses co-auteurs ont montre´
que le mode`le de tas de sable BTW posse`de de remarquables proprie´te´s
alge´briques [DR89 ; Dha90 ; Dha06]. En particulier, l’ensemble des e´tats
critiques, dont nous allons donner une de´finition pre´cise, est un groupe
abe´lien. Ces proprie´te´s sont valides pour une classe de syste`mes dyna-
miques discrets qui e´tend le mode`le BTW, connue sous le nom de mode`le
de tas de sable abe´lien, ASM (Abelian Sandpile Model 1). Nous proposons
dans cette partie un bref survole de ces re´sultats tre`s e´le´gants, qui ap-
portent des e´le´ments de compre´hension sur la structure des mode`les de
tas de sable. Nous donnons une de´finition pre´cise de ce mode`le, pour
e´viter toute confusion de langage.
1.2.1 De´finition
Le mode`le de tas de sable abe´lien est de´fini sur un (multi-)graphe oriente´
G “ pV , Eq a` n` 1 sommets V “ t1, 2, . . . , n, su, comportant un sommet
1. le nom ASM est parfois employe´ en re´fe´rence au mode`le BTW. Nous l’utiliserons,
comme nous pensons qu’il est naturel, pour de´signer l’ensemble des mode`les de tas de
sable pre´sentant une structure de groupe abe´lien.
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puits s accessible depuis tout autre sommet. s est accessible depuis i signi-
fie qu’il existe un chemin oriente´ de i a` s. Nous utiliserons la notation
V˜ “ Vztsu, et nous appellerons site un sommet de V˜ . Une configuration,
ou e´tat, est une fonction C : V˜ Ñ N, qui attribue a chaque site i un entier
Cpiq, e´galement de´note´ zi par commodite´, interpre´te´ comme le nombre
de grains de sable ou la hauteur.
Pour la re`gle de transition, qui fait se de´placer des grains de sable le
long des arcs, nous allons ignorer le sommet puits s qui sert uniquement
a` imager un re´ceptacle sans fond pour les grains perdus, dissipe´s au
cours de la dynamique.
La matrice de Laplace ∆ de G est de´finie par
∆ “MD ´MA
ou`MD est la matrice diagonale des degre´s sortants des sommets, etMA
est la matrice d’adjacence de G dont l’entre´e ij est le poids de l’arc de
i a` j (e´gale a` 0 s’il n’y a pas d’arc). La matrice de Laplace re´duite de
G, de´note´e ∆˜, est la sous-matrice de ∆ obtenue apre`s suppression de la
ligne et de la colonne correspondant a` s.
La dynamique du syste`me est ainsi donne´e par la matrice de Laplace
re´duite ∆˜ de taille nˆ n du graphe G, et par un ensemble de n entiers
zi,c pour i P J1, nK. Si pour un site i, zi ě zi,c alors i est instable et s’e´boule.
L’e´boulement d’un site i entraıˆne la mise a` jour de toutes les hauteurs zj
selon la re`gle :
Si zi ě zi,c alors zj Ñ zj ´ ∆˜ij pour tout j.
Cette re`gle correspond pour un sommet a` donner un grain selon chacun
de ses arcs sortants. Une configuration z est stable si pour tout site i,
zi ă zi,c. zi,c est la hauteur a` partir de laquelle le site i est instable ou
critique. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous conside´rons pour tout i, zi,c “ ∆˜ii
le degre´ sortant de i, ce qui e´quivaut a` un choix particulier d’origine
pour la hauteur zi. En effet, celle dernie`re varie toujours entre zi,c´ ∆˜ii et
zi,c ´ 1 une fois la hauteur zi,c ´ ∆˜ii atteinte. Ainsi, les valeurs possibles
de zi dans une configuration stable seront comprises entre 0 et ∆˜ii ´ 1.
L’e´tat stable minimal C˚, dans lequel tous les sites i sont a` la hauteur stable
maximale zi,c ´ 1, s’ave`rera utile par la suite. Cet e´tat est minimal au sens
de la stabilite´.
Par construction, la matrice ∆˜ satisfait les conditions suivantes, qui
assurent que le mode`le se comporte bien. Rappelons que ∆˜ii est le degre´
sortant du site i, et ∆˜ij le nombre d’arcs de i a` j.
1. ∆˜ii ą 0 pour tout i.
Dans le cas contraire les e´boulements ne terminent jamais.
2. Pour toute paire i ‰ j, ∆˜ij ď 0.
Cette condition est requise pour la proprie´te´ de commutativite´ du
groupe.
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3.
ř
j ∆˜ij ě 0 pour tout i.
Cette condition signifie que des grains de sable ne sont pas cre´e´s
durant le processus d’e´boulement.
4. Il existe au moins un site dissipatif i tel que
ř
j ∆˜ij ą 0. Et de tout
site j, il existe un chemin vers un site dissipatif.
Cette condition assure que tous les e´boulements terminent en un
temps fini.
En outre, ces conditions sont e´quivalentes a` l’existence d’un puits ignore´.
Nous appellerons stabilisation le processus d’e´boulement d’une confi-
guration jusqu’a` l’obtention d’une configuration stable. D’apre`s les condi-
tions que ve´rifie ∆˜, le processus de stabilisation termine, ce qui nous
assurera que la loi de composition interne de´crite par la suite sera bien
de´finie. Montrons qu’il ne peut pas y avoir de suite infinie d’e´boulements.
Commenc¸ons par remarquer qu’une suite infinie d’e´boulements com-
porte une infinite´ de cycles de taille finie, car le nombre de sites et la
quantite´ de sable sont finies, et donc au moins un cycle est re´pe´te´ une
infinite´ de fois. D’apre`s la condition 3, la quantite´ de sable pre´sente dans
le syste`me ne peut que diminuer, si un site dissipatif est e´boule´. Ainsi,
seulement un nombre fini de cycles peuvent comporter un site dissipatif,
car ceux-ci font perde au moins 1 grain. Ensuite, seulement un nombre
fini de cycles peuvent comporter un site qui a pour voisin un site dis-
sipatif, car le nombre de grains sur les sites dissipatifs augmentera et il
n’y aura plus de grains dans les sites non-dissipatifs pour pour effectuer
des e´boulements. Par induction sur la distance vers un site dissipatif,
aucun cycle ne peut eˆtre re´pe´te´ une infinite´ de fois, ainsi toute avalanche
termine.
Nous donnons un exemple de ∆˜ pour le mode`le de tas de sable BTW
en deux dimensions,
∆˜ij “ 4 si i “ j
∆˜ij “ ´1 si i et j sont voisins sur la grille
∆˜ij “ 0 sinon.





la matrice ∆˜ suivante ou` la ie`me ligne et la ie`me colonne sont utilise´es pour
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4 ´1 0 ´1 0 0 0 0 0
´1 4 ´1 0 ´1 0 0 0 0
0 ´1 4 0 0 ´1 0 0 0
´1 0 0 4 ´1 0 ´1 0 0
0 ´1 0 ´1 4 ´1 0 ´1 0
0 0 ´1 0 ´1 4 0 0 ´1
0 0 0 ´1 0 0 4 ´1 0
0 0 0 0 ´1 0 ´1 4 ´1




L’ensemble des configurations critiques —au sens de l’auto-organi-
sation critique— de chacun de ces syste`mes a une structure de groupe
abe´lien. Cet ensemble a plusieurs de´finitions e´quivalentes, comme par
exemple l’ensemble des configurations atteintes infiniment souvent par
l’ajout re´pe´te´ d’un grain a` une position ale´atoire. La loi de composi-
tion interne du groupe prend deux configurations, ajoute leur nombre
de grains site a` site, et stabilise la configuration obtenue. La structure
de groupe implique l’existence d’un e´le´ment identite´, dont la forme
s’ave`rera fascinante.
e´tats re´currents et action du groupe L’ensemble des e´tats re´currents,
e´galement appele´s e´tats critiques, que nous de´noterons R, contient les
e´tats stables qui peuvent eˆtre atteints depuis n’importe quel autre e´tat
par l’ajout d’un certain nombre de grains de sable suivi du processus de
stabilisation. Il n’est pas vide, car il contient l’e´tat stable minimal C˚. Cet
e´tat peut en effet eˆtre atteint depuis n’importe quel e´tat C de hauteurs
zi une fois stabilise´, en ajoutant a` chaque site i exactement zi,c ´ 1´ zi
grains. En de´notant gi C la configuration obtenue a` partir de C par l’ajout
d’un grain au site i suivi du processus de stabilisation, il est alors pos-
sible de de´finir R comme l’ensemble des configurations atteignables de-
puis C˚ par de telles ope´rations.
C P R ðñ D ppiqiPJ1 ; nK tels que C “ź
i
gpii C˚.
Il existe des e´tats stables non re´currents, que nous appellerons transients,
par exemple la configuration ou` zi “ 0 pour tous les sites i.
Ces configurations sont appele´es re´currentes car ce sont celles qui ap-
paraissent une infinite´ de fois lors de l’ajout re´pe´te´ d’un grain a` une
position ale´atoire (selon une distribution telle que l’ajout d’un grain sur
n’importe quel site i est un e´ve`nement de probabilite´ strictement posi-
tive, ces configurations sont atteintes infiniment souvent avec probabilite´
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1). Elles sont ainsi les attracteurs de l’! auto-organisation " qui exhibent
un comportement ! critique " au sens des sections 1.1.3 et 1.1.4.
De´finissons l’action du groupe. Soient deux configurations C et C 1 de
hauteurs pziqiPJ1 ; nK et pz1iqiPJ1 ; nK, nous de´finissons C ‘ C 1 comme e´tant la
configuration obtenue par stabilisation de la configuration de hauteurs
pzi ` z1iqiPJ1 ; nK. L’ope´rateur ‘ prend ainsi deux configurations, ajoute site
a` site leurs hauteurs, et applique la re`gle d’e´boulement jusqu’a` obtenir
une configuration stable.
L’ensemble des e´tats re´currentes R peut, de fac¸on e´quivalente, eˆtre
de´fini par
C P R ðñ $&%
C est stable
et
@ C 1, D C2 telle que C “ C 1 ‘ C2.
Une configuration C est donc re´currente si et seulement si elle est stable,
et si depuis n’importe qu’elle configuration C 1, il est possible d’ajouter
un certain nombre de grains de sable a` chaque site (les grains de C2), tel
que le processus de stabilisation me`ne a` C.
L’ensemble R, muni de la loi de composition interne ‘, forme un
groupe abe´lien. Par de´finition, si C ou C 1 est re´currente, alors C ‘ C 1 l’est
aussi, donc l’ope´ration est bien close pour l’ensemble R.
Le nombre d’e´tats re´currents est |R| “ |det ∆˜|. Pour le mode`le de tas
de sable BTW en deux dimensions, Michael Creutz nous informe ainsi
que pour une grille de n cellules, parmi les 4n e´tats stables, le nombre
d’e´tats re´currents est environ p3.2102 . . . qn [Cre96]. En partant de n’im-
porte quelle configuration et en ajoutant des grains de sable, le syste`me
! s’auto-organise " donc vers un sous-ensemble exponentiellement petit
des e´tats stables, formant un attracteur.
Ce groupe abe´lien fini est isomorphe a` ZV˜{ ∆˜ZV˜ , avec ZV˜ l’ensemble
des fonctions de V˜ dans Z, et ∆˜ZV˜ l’ensemble des ∆˜v pour v P ZV˜ .
Pour des preuves formelles des re´sultats pre´sente´s dans cette partie,
nous nous re´fe´rerons a` [Liu06].
e´le´ment identite´ Nous terminerons par une discussion sur l’e´le´ment
identite´ du groupe, dont les formes fascinantes et inexplique´es sont une
motivation pour l’e´tude des mode`les de pile de sable [DM03].
Soit I cet e´le´ment, tel que I ‘ C “ C pour tout C P R. Il permet
notamment de tester si un e´tat est re´current ou non : un e´tat C appar-
tient a` R si et seulement si C ‘ I “ C. En effet, par construction un e´tat
re´current a cette proprie´te´, et puisque C est atteignable depuis I et I P R
alors C est re´current.
Soulignons que l’e´le´ment identite´ est critique, donc il n’est pas uni-
forme de valeur 0. Il peut eˆtre construit en prenant un e´tat re´current, par
exemple C˚ qui est clairement parmi les plus simples a` calculer, et en
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l’e´levant a` l’ordre du groupe : |∆˜| b C˚ “ I. Cependant, meˆme pour de
petites matrices |∆˜| est un tre`s grand nombre. D’autres proce´dures plus
efficaces pour calculer l’e´le´ment identite´ sont connues [BR02].
Les pages qui suivent pre´sentent quelques figures d’e´le´ments iden-
tite´ pour le mode`le de tas de sable BTW (figures 1.2 et 1.3). Ces figures
semblent posse´der une tre`s forte structure, mais sont tre`s peu comprises ;
leur explication est un objectif majeur des recherches sur les mode`les de
pile de sable. Leur pre´sentation a pour but de souligner graphiquement
qu’a` partir d’une re`gle d’e´volution locale tre`s simple, il est possible de
de´finir des objets e´tonnamment complexes. Pour terminer, et cela nous
conduira a` la partie suivante, nous pouvons observer des motifs tre`s si-
milaires a` ceux observe´s sur les e´le´ments identite´, en conside´rant l’ajout
re´pe´te´ d’un grain uniquement au centre d’une grille, en analogie avec un
sablier. La figure 1.4 en propose une illustration.
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Figure 1.2 – Dans le mode`le BTW, chaque cellule de la grille posse`de
un nombre de grains. Si ce nombre est supe´rieure ou e´gale a` 4 alors 1
grain va vers chacun de ses 4 voisins : nord, est, sud, ouest. Les grains
qui tombent sur les bords sont perdus. L’e´le´ment identite´ I du groupe
des configurations re´currentes pR,‘q est tel que @ C P R, C ‘ I “ C. Ci-
dessus, l’e´le´ment identite´ pour une grille de taille 200 par 200. Le code
couleur va de 0-blanc a` 3-noir. Deux observations tre`s classiques sont :
(1) l’intrigante zone carre´e de hauteur 2 au centre de la configuration
identite´, (2) la multitude de pseudo-triangles de toutes tailles re´partis de
fac¸on visiblement re´gulie`re en direction des angles, et tre`s probablement
des structures proches de fractales dont les motifs de remplissage va-
rient, en de nombreux endroits.
Figures ge´ne´re´es avec l’application de David Perkinson.
http://people.reed.edu/~davidp/sand/
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Figure 1.3 – L’e´le´ment identite´ pour le mode`le BTW sur une grille de
taille 400 par 400. Le code couleur va de 0-blanc a` 3-noir. Une observa-
tion se´duisante, qui n’a pas encore rec¸u d’explication formelle, est l’inva-
riance au passage a` l’e´chelle : cet e´le´ment identite´ ressemble fortement
a` l’e´le´ment identite´ pour la grille 200 par 200, et semble conserver les
meˆmes motifs et les meˆmes proportions.
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Figure 1.4 – Partie 1 – Re´gion touche´e par l’ajout de 1000 grains au
centre d’une grille infinie sur fond de hauteur 2. Le code couleur va de
0-blanc a` 3-noir. Cette se´rie de figures est issue de [Ost03].
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Figure 1.4 – Partie 2 – Re´gion touche´e par l’ajout de 40 000 grains au
centre d’une grille infinie sur fond de hauteur 2. Le code couleur va de
0-blanc a` 3-noir. Nous pouvons remarquer, comme sur la figure 1.3, une
invariance a` l’e´chelle.
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Figure 1.4 – Partie 3 – Re´gion touche´e par l’ajout de 150 000 grains au
centre d’une grille infinie sur fond de hauteur 2. Le code couleur va de 0-
blanc a` 3-noir. En renormalisant les dimensions des figures obtenues par
la stabilisation suivant l’ajout de N grains (par un facteur 1{?N corres-
pondant au diame`tre de la re´gion touche´e), il apparaıˆt une forme limite
pour N Ñ8. La fonction limite f sur le cube unite´ r0, 1s2 semble locale-
ment constante pour un sous-ensemble ouvert et dense, et chaque re´gion
ou` f est constante correspond a` une re´gion sur laquelle la configuration
du tas de sable est pe´riodique [Ost03 ; DSC09 ; LP10].
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1.3 Mode`le de pile de sable SPM
Comme nous l’avons vu dans les parties pre´ce´dentes, le mode`le de
tas de sable BTW et sa ge´ne´ralisation le tas de sable abe´lien ASM posse`-
dent une tre`s forte structure, vraisemblablement en un certain sens auto-
similaire et lie´e a` des invariances. Cependant, la description combina-
toire des motifs observe´s sur l’identite´ du groupe et sur les configu-
rations du re´gime transient est difficile a` aborder formellement. Une
me´thode usuelle permettant d’attaquer ces obstacles de formalisation
est d’essayer de comprendre pleinement des versions simplifie´es de ces
mode`les, dans le but de saisir des e´le´ments de base et d’identifier d’ou`
naissent les phe´nome`nes inexplique´s.
Il est possible de motiver l’e´tude du mode`le de pile de sable SPM (Sand
Pile Model) en ce sens, car il est identique a` la variante unidimension-
nelle du mode`le de tas de sable BTW. Toutefois, ce n’en est pas l’unique
origine. Ce mode`le, e´tudie´ pour la premie`re fois par Eric Goles en 1992
[Gol92] puis par Eric Goles et Marcos Kiwi en 1993 [GK93a], s’inte`gre
dans un corpus d’analyse de divers jeux combinatoires [Spe86 ; ALS+89 ;
GK91 ; BG92]. Il est e´galement lie´ aux travaux de Thomas Brylawski et
a` la ge´ne´ration des partitions d’un nombre entier [Bry73].
L’engouement pour ces mode`les a` la fois non-triviaux et a` la com-
binatoire accessible, au sein desquels il est possible d’ajouter peu a` peu
des difficulte´s, n’a depuis pas diminue´ et de nombreuses variantes ont
e´te´ conside´re´es. La pre´sente the`se en est elle-meˆme une continuation.
1.3.1 Le mode`le de tas de sable BTW unidimensionnel
Le mode`le de tas de sable BTW en une dimension est un automate
cellulaire sur un support fini constitue´ de L cellules, S “ J0 ; L´ 1K. Une
configuration est une assignation pour chaque cellule i d’une quantite´
de grains zi. La re`gle d’e´boulement est la suivante : si une cellule a une
hauteur strictement supe´rieure a` 1, elle envoie un grain sur chacune de
ses deux voisines i´ 1 et i` 1.
Si zi ą 1 alors
$’&’%
zi Ñ zi ´ 2
zi`1 Ñ zi`1 ` 1
zi´1 Ñ zi´1 ` 1.
Les grains qui tombent en dehors du support S sont perdus.
Nous remarquons alors que, contrairement au mode`le bidimension-
nel dans lequel la quantite´ pre´sente dans chaque cellule est un me´lange
indissociable de hauteur et de pente (comme explique´ en partie 1.1.2),
nous pouvons ici interpre´ter la quantite´ zi comme une pente de fac¸on
consistante. Pour uniformiser nos repre´sentations, lorsque les grains tom-
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beront dans une seule direction, nous conside´rerons que cette direction
est la droite. Recommenc¸ons.
Nous partons d’un support fini constitue´ de L cellules, S “ J0 ; L´
1K. Une configuration est une assignation pour chaque cellule i d’une
quantite´ de grains hi, telle que la se´quence phiqiPS soit de´croissante. c’est-
a`-dire pour tout i P SztL´ 1u, hi ´ hi`1 ě 0. Nous utiliseront e´galement
le terme colonnes pour de´signer les cellules. Imaginons de´sormais la re`gle
d’e´boulement suivante : si la diffe´rence de hauteur entre une colonne i
et la colonne qui est a` sa droite i ` 1 est supe´rieure a` 1, alors un grain
tombe de la colonne i sur la colonne i` 1.
Si hi ´ hi`1 ą 1 alors
#
hi Ñ hi ´ 1
hi`1 Ñ hi`1 ` 1.
Nous conside´rons que hL “ 0, et les grains qui tombent en dehors du
support S sont perdus.
Alors, en prenant zi “ hi ´ hi`1 la diffe´rence de hauteur entre deux
colonnes, ces deux syste`mes sont identiques. Voici une illustration de la
re`gle d’e´boulement, dans laquelle un grain tombe de la colonne i a` la
colonne i` 1 :
ii−1 i+1 ii−1 i+1
#
hi Ñ hi ´ 1
hi`1 Ñ hi`1 ` 1$’&’%
zi Ñ zi ´ 2
zi`1 Ñ zi`1 ` 1
zi´1 Ñ zi´1 ` 1.
Une diffe´rence reste a` noter concernant l’ajout d’un grain a` la cellule
i du syste`me, qui, pour rester fide`le au mode`le de tas de sable BTW, doit
correspondre a` l’ajout d’une unite´ de diffe´rence de hauteur a` l’indice i,
c’est-a`-dire l’ajout d’un grain sur chacune des colonnes pre´ce´dant i :
zi Ñ zi ` 1 ðñ hj Ñ hj ` 1 pour j ď i (1.1)
mais qu’il est de´sormais beaucoup plus naturel de de´finir par
hi Ñ hi ` 1 ðñ
"
zi Ñ zi ` 1
zi´1 Ñ zi´1 ´ 1.
(1.2)
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Rien ne change fondamentalement entre ces deux choix. A` partir
d’une configuration stable, c’est-a`-dire telle que hi ´ hi`1 ď 1 pour tout
i P SztL ´ 1u, nous ajoutons un grain selon la formule (1.2) a` une co-
lonne i. La re´action en chaıˆne entraıˆne´e, que nous appellerons avalanche,
va simplement de la gauche vers la droite : l’ajout a` la colonne i peut
entraıˆner l’e´boulement de la colonne i ; si la colonne i s’e´boule alors
elle peut entraıˆner l’e´boulement de la colonne i ` 1 ; si la colonne i ` 1
s’e´boule alors elle peut entraıˆner l’e´boulement de la colonne i ` 2 ; etc,
mais aucun autre e´boulement ne peut intervenir car la configuration de
de´part est stable. Une fois la configuration stabilise´e, nous ajoutons a`
nouveau un grain selon la formule (1.2) sur une nouvelle colonne i, et
ainsi de suite. A` chaque ajout, soit le grain reste dans le syste`me s’il ren-
contre un zj “ 0 dans son trajet de i a` i` 1 a` i` 2 etc, soit il en sort. Ainsi
apre`s une certaine pe´riode transitoire, le syste`me atteint un attracteur tel
que zi “ 1 pour tout i P S , qui est un point fixe pour l’ope´ration d’ajout
de grain. Ce raisonnement s’applique aussi bien pour l’ajout selon la for-
mule (1.1), bien que cette dernie`re semble ne´cessiter quelques arguments
supple´mentaires sans inte´reˆt apparent.
Le mode`le de pile de sable SPM suit cette ide´e de repre´senter de
! vrais " grains de sable, tout en se de´marquant du mode`le de tas de
sable BTW unidimensionnel par deux aspects.
1. Un support infini.
2. L’e´tude plus prononce´e de la dynamique entraıˆne´e par l’ajout de
grains uniquement sur la colonne 0.
Malgre´ l’absence de bords, les configurations conside´re´es restent finies,
c’est-a`-dire qu’elles contiennent un nombre fini de grains. La conside´ra-
tion d’un support infini ne change pas fondamentalement le mode`le, car
cette variante peut eˆtre pense´e comme si la dynamique se de´roulait sur
un support de taille suffisamment grande pour qu’aucun grain ne tombe
jamais du support. En conse´quence, nous ne nous inte´resseront plus a` la
notion d’attracteur critique, qui apparaissait apre`s qu’un nombre suffi-
sant de grains ait e´te´ ajoute´s au syste`me et se soient ! auto-organise´s "
vers celui-ci. Dans le mode`le SPM, nous e´tudions le comportement tran-
sient pre´ce´dent l’arrive´e dans l’ensemble des e´tats critiques du mode`le
BTW. Les bords sont ne´cessaires pour obtenir la structure de groupe
abe´lien du mode`le de tas de sable, et l’existence d’un e´le´ment identite´,
mais ils ne semblent pas ne´cessaires pour exhiber les structures fasci-
nantes de´crites sur les figures 1.2 et 1.3. En effet, comme pre´sente´ sur la
figure 1.4, un support infini combine´ a` l’ajout de grains en un unique
site exhibe de telles structures. Pour terminer, l’ajout de grains s’effectue
en colonne 0 qui n’est pas centrale, mais dans ce mode`le unidimension-
nel sans bords, la notion de centre a disparu. Nous verrons dans la par-
tie 1.3.4 des mode`les syme´triques, tels que les grains peuvent s’e´bouler
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dans deux directions oppose´es, qui comportent un centre sur lesquels les
grains sont ajoute´s. Cette physionomie non plus ne change pas fonda-
mentalement le comportement du syste`me.
En somme, bien que les mode`les BTW et SPM soient identiques en
une dimension, ils pre´sentent des diffe´rences conceptuelles. Ces diffe´ren-
ces sont mises en avant par la tentative de ge´ne´ralisation de SPM a` deux
dimensions, qui n’est pas identique au mode`le BTW en deux-dimensions
(partie 1.3.4). La diffe´rence se situe essentiellement dans le fait que le
mode`le SPM est tre`s attache´ a` la notion de loi d’e´boulement suivant
la gravite´, alors que le mode`le BTW en deux dimensions permet a` des
grains de ! sauter " sur une voisine plus haute. Pour cette raison, nous
pre´senterons SPM unidimensionnel comme un nouveau mode`le.
1.3.2 De´finition
Une configuration du mode`le de pile de sable SPM est une partition or-
donne´e d’un entier naturel N, c’est-a`-dire un e´le´ment de l’ensemble
SN “
#






Etant donne´e une configuration h P SN , le nombre hi repre´sente le
nombre de grains empile´s sur la colonne i. La dynamique est de´finie par
la re`gle suivante.
Re`gle verticale : si hi ´ hi`1 ą 1, alors
"
hi Ñ hi ´ 1
hi`1 Ñ hi`1 ` 1
Nous noterons fiphq la configuration obtenue a` partir de la configu-
ration h en appliquant la re`gle a` l’indice i. Cette re`gle, illustre´e sur la
figure 1.5, est locale dans le sens ou` son application a` la colonne i ne
de´pend, et n’a d’influence, que sur des hauteurs a` distance au plus 1 de
i : hi et hi`1.
Figure 1.5 – Re`gle d’ite´ration verticale du mode`le de pile de sable SPM.
Si la diffe´rence de hauteur entre les colonnes i et i ` 1 est strictement
supe´rieure a` 1, alors un grain s’e´boule de la colonne i a` la colonne i` 1.
La dynamique globale F de ce mode`le est de´finie par l’application
se´quentielle de la re`gle verticale :
F : SN Ñ PpSNq
h ÞÑ  fiphq : i P tj : hj ´ hj`1 ą 1u(
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ou` PpSNq est l’ensemble des parties de SN .
Nous pouvons constater quelques proprie´te´s imme´diates sur le sys-
te`me dynamique discret ainsi de´fini. Tout d’abord, il est non-de´terministe,
car la fonction globale de transition F applique la re`gle verticale a` une
unique colonne. Si pour une configuration h nous avons plusieurs in-
dices auxquels la re`gle peut s’appliquer,
ˇˇtj : hj ´ hj`1 ą 1uˇˇ ě 2, alors
pour chaque i P tj : hj ´ hj`1 ą 1u la configuration fiphq obtenue est
diffe´rente. Ensuite, il est autonome du premier ordre : l’image obtenue par
application de la re`gle d’ite´ration ne de´pend que de la configuration a`
l’e´tape pre´ce´dente (premier ordre), et cette re`gle est toujours la meˆme au
cours de la dynamique (autonome).
A` partir d’une certaine configuration, toutes les configurations de
l’ensemble SN ne sont pas atteignables, mais la re`gle de transition est
close pour cet ensemble. La configuration h1 est un successeur de h, ce
que nous noterons h Ñ h1, si et seulement si h1 P Fphq. Nous pre´ciserons
h iÑ h1 lorsque h1 “ fiphq, et Ñ˚ est la cloˆture re´flexive et transitive de
Ñ. Nous dirons qu’une configuration h1 est atteignable depuis h si et
seulement si h Ñ˚ h1, et nous noterons SPMphq l’ensemble des configura-
tions atteignables depuis h. Nous verrons en particulier un re´sultat sur la
structure de l’ensemble des configurations atteignables depuis la confi-
guration initiale constitue´e de N grains empile´s en colonne 0 (h0 “ N),
et aucun grain sur les autres colonnes (hi “ 0 pour i ą 0). Cette confi-
guration initiale est pN, 0ωq, ou` 0ω de´note une infinite´ de 0, et lorsque
le contexte sera clair nous la de´noterons simplement N par commo-
dite´. Nous nous inte´resserons donc a` l’ensemble SPMpNq. L’exemple
de SPMp8q est pre´sente´ en figure 1.6.
Figure 1.6 – Illustration de SPMp8q, qui repre´sente les transitions pos-
sibles du mode`le de pile de sable SPM a` partir de la configuration initiale
compose´e de 8 grains empile´s en colonne 0. Sur chaque configuration,
les grains susceptibles de s’e´bouler sont grise´s, et les fle`ches repre´sentent
les relations de succession.
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1.3.3 Re´sultats
Les principaux re´sultats sur le mode`le de pile de sable SPM concer-
nent d’abord la structure de l’ensemble des configurations atteignables
a` partir d’un nombre fini de grains empile´s, qui, muni de la relation
successeur, est un treillis ; puis la caracte´risation des e´le´ments de cet en-
semble et de son unique point fixe ; et enfin le temps de convergence
vers cette configuration stable. Nous discuterons brie`vement de la fac¸on
dont ces re´sultats sont obtenus.
Le choix de s’inte´resser plus particulie`rement a` la configuration ini-
tiale compose´e d’un nombre fini N de grains empile´s est motive´ par deux
aspects supple´mentaires. Un premier, historique, concerne la ge´ne´ration
de partitions de l’entier N par l’application de la re`gle. Un second, phy-
sique, vient de l’analogie avec un sablier, dans lequel les grains tombent
tous sur la meˆme colonne. Nous reviendrons sur cette analogie dans le
chapitre 3.
Un plateau est un ensemble d’au moins deux colonnes conse´cutives
et de meˆme hauteur. La taille d’un plateau est le nombre de colonnes
qui le constituent. Une falaise est un ensemble de deux colonnes dont
la diffe´rence de hauteur est supe´rieure ou e´gale a` 2, et la position d’un
plateau ou d’une falaise est celle de sa colonne la plus a` gauche.
The´ore`me 1.1. [Gol92 ; GK93a] Pour tout entier naturel N, soient k et k1 les
deux uniques entiers tels que 0 ď k1 ď k, et
N “ 1
2
k pk` 1q ` k1.
L’ensemble SPMpNq muni de la relation successeur est un treillis. Son
unique point fixe est la configuration
pipNq “ pk, k´ 1, . . . , k1 ` 1, k1, k1, k1 ´ 1, . . . , 1, 0ωq,










soit un ordre de grandeur en ΘpN 32 q.
De plus, pour une configuration h P SN , h P SPMpNq si et seulement si
elle ve´rifie les deux conditions :
h ne contient pas de plateau de taille strictement supe´rieure a` 2 ;
deux plateaux de h sont se´pare´s par au moins une falaise.
Pour montrer que l’ensemble ordonne´ pSPMpNq,Ñq est un treillis,
nous pouvons conside´rer le mode`le de pile de glac¸on IPM (Ice Pile Model),
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Figure 1.7 – Point fixe du mode`le SPM pour N “ 25 grains.
25 “ 12 ¨6¨7` 4, et pip25q “ p6, 5, 4, 4, 3, 2, 1, 0ωq.
qui est similaire au mode`le de pile de sable SPM auquel nous ajoutons
la re`gle suivante :
Re`gle horizontale : si hi ´ 1 “ hi`1 “ ¨ ¨ ¨ “ hi`k “ hi`k`1 ` 1,
alors
#
hi Ñ hi ´ 1
hi`k`1 Ñ hi`k`1 ` 1
Cette re`gle est illustre´e sur la figure 1.8. A` partir de toute configura-
tion qui est une suite de´croissante de colonnes, nous remarquons im-
me´diatement que le l’unique point fixe vers lequel ce mode`le converge
est la configuration p1, 1, . . . , 1, 0ωq.
i i+k+1
Figure 1.8 – Re`gle d’ite´ration horizontale du mode`le de pile de glac¸on
IPM. Un grain peut glisser de la position i a` la position i ` k ` 1 si les
colonnes i` 1 a` i` k sont a` la meˆme hauteur, si la colonne i est une unite´
plus haute, et si la colonne i` k` 1 est une unite´ plus basse. Soulignons
que cette re`gle n’est plus locale.
Thomas Brylaswki a de´fini en 1973 l’ensemble IPMpNq (cet en-
semble est souvent de´note´ LB en re´fe´rence a` son auteur), qui consiste
en l’ensemble des partitions de N obtenues en appliquant les re`gles ver-
ticale et horizontale a` partir de la configuration initiale N [Bry73]. Il se
trouve que IPMpNq est l’ensemble des partitions de´croissantes de N,
IPMpNq “ SN “
#
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Muni de l’ordre de dominance ěD de´fini par







pIPMpNq,ěDq est un treillis, et pour deux configurations comportant le
meˆme nombre de grains, h ěD h1 si et seulement si h1 peut eˆtre obtenue a`
partir de h par une suite d’applications des re`gles verticale et horizontale.
Eric Goles et Markos Kiwi ont alors prouve´ que pSPMpNq,Ñq est un
sous-ordre de pIPMpNq,ďDq qui est e´galement un treillis (pour une vue
d’ensemble des proprie´te´s de treillis sur les mode`les de pile de sable,
nous nous re´fe`rerons a` [GLM+04 ; Pha99]). En conse´quence, SPMpNq
posse`de un unique point fixe.
L’unicite´ du point fixe peut e´galement eˆtre de´montre´e en utilisant
la proprie´te´ du diamant : si une configuration h a pour successeurs deux
configurations h1 et h2, alors il existe une configuration h3 successeur
commun de h1 et h2.
Proprie´te´ du diamant : si h Ñ h1 et h Ñ h2
alors D h3 : h1 Ñ h3 et h2 Ñ h3
Le mode`le de pile de sable SPM posse`de cette proprie´te´, car l’applica-
tion de la re`gle a` un indice n’empeˆche pas l’application de la re`gle a`
un autre indice, et l’ordre dans lequel la re`gle est applique´e a` deux in-
dices diffe´rents ne change pas la configuration atteinte. Nous montrons
ensuite que les suites d’ite´rations terminent pour toute configuration ini-
tiale finie, graˆce a` la fonction d’e´nergie
E : SN Ñ N





qui est positive, entie`re, et diminue strictement a` chaque application de
la re`gle (chaque grain compte pour sa propre hauteur dans la somme).
Il n’y a pas de suite infinie de´croissante d’entiers naturels, donc il n’y
a pas de suite de configurations —relie´es par la relation successeur—
infinie dans le mode`le de pile de sable SPM. La proprie´te´ du diamant et
la terminaison impliquent la convergence et donc l’unicite´ du point fixe,
par induction sur la longueur de la de´rivation (voir la Proposition 2.3).
Nous mentionnerons e´galement des travaux proposant une de´finition
e´le´gante et une e´tude de la structure de SPMp8q et IPMp8q [LMM+98 ;
LP09 ; GMP02a].
La forme du point fixe est de´duite de la caracte´risation de l’ensemble
SPMpNq : un point fixe ne contient aucune falaise, donc il contient au
1.3. Mode`le de pile de sable SPM 31
plus un plateau. L’unique configuration stable contenant au plus un pla-
teau est bien pipNq.
Pour montrer qu’il est impossible d’obtenir un plateau de taille supe´-
rieure a` 2, nous pouvons proce´der par l’absurde : il existe une premie`re
configuration dans laquelle apparaıˆt un plateau de taille supe´rieure a` 2,
mais il est impossible de trouver un indice qui soit le dernier sur lequel
la re`gle ait e´te´ applique´e.
Le calcul du temps de convergence suit e´galement une technique
classique dans l’e´tude des syste`mes dynamiques discrets, qui passe a`
nouveau par la de´finition d’une fonction d’e´nergie.
E1 : SN Ñ N
h ÞÑ E1phq “ ř
iPN
i hi
Cette e´nergie augmente d’exactement une unite´ a` chaque application de
la re`gle,
h Ñ h1 ñ E1ph1q “ E1phq ` 1.
Pour connaıˆtre le nombre d’ite´rations se´parant la configuration initiale
de la configuration finale, il suffit donc de calculer la diffe´rence de leur
e´nergie
E1ppipNqq ´ E1pNq P ΘpN 32 q.
1.3.4 Proge´niture
Le mode`le de pile de sable SPM a engendre´ une belle descendance,
dont nous proposons ici une se´lection. Il s’est agit d’introduire petit a` pe-
tit un certain nombre de variations dans la de´finition du mode`le, parmi
lesquelles :
l’application de la re`gle de fac¸on se´quentielle ou paralle`le ;
l’ajout d’une re`gle syme´trique permettant aux grain de tomber sur
la gauche ;
l’extension du mode`le a` deux dimensions, voir plus.
Notons que ces variations sont inde´pendantes.
spm paralle`le Dans PSPM (Parallel Sand Pile Model), la re`gle verticale
est applique´e a` toutes les colonnes possibles en paralle`le. Il est plus com-
mode d’utiliser la repre´sentation sous forme de diffe´rences de hauteur
pziqiPN telle que zi “ hi´ hi`1 pour tout i, qui a l’avantage d’eˆtre uniforme
dans le sens elle ne de´pend pas de la hauteur absolue de la colonne i,
mais uniquement de sa hauteur relative.
Nous nous inspirons des automates cellulaires pour de´finir la re`gle
de transition globale F comme l’application simultane´e a` toutes les co-
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lonnes de la re`gle locale f suivante,
f : N3 Ñ N
pzi´1, zi, zi`1q ÞÑ zi ` δpzi´1q ´ 2 δpziq ` δpzi`1q
avec δpxq “ 1 si x ą 1 et 0 sinon, et la convention z´1 “ 0. D’ou`
F : SN Ñ SN
z ÞÑ Fpzq telle que Fpzqi “ f pzi´1, zi, zi`1q pour tout i.
Ce mode`le est de´terministe, et l’ensemble des configurations attei-
gnables depuis la configuration initiale pN, 0ωq est un sous ensemble des
configurations atteignables dans le mode`le SPM : PSPMpNq Ď SPMpNq.
Le mode`le se´quentiel peut simuler le mode`le paralle`le, donc le mode`le
paralle`le converge lui aussi (car il n’est pas possible de simuler un com-
portement pe´riodique), et leurs points fixes sont identiques (car c’est
l’unique configuration stable). Une tre`s belle analyse combinatoire de
la dynamique de ce mode`le a` e´te´ propose´e par Je´roˆme Durand-Lose
en 1998. Elle utilise un de´coupage de la configuration, a` chaque e´tape
de temps, en zones de motif uniforme, se´pare´es par des signaux qui se
de´placent au cours des ite´rations et rebondissent les uns contre les autres
suivant certaines re`gles de collision.
The´ore`me 1.2. [DL98] Dans PSPM, le nombre d’e´tapes ne´cessaires pour at-
teindre pipNq depuis pN, 0ωq est en ΘpNq.
Cette acce´le´ration du processus de stabilisation, compare´ au temps
ΘpN 32 q du mode`le se´quentiel, correspond bien a` l’ide´e de paralle´lisation,




Figure 1.9 – Re`gles d’ite´ration
verticales du mode`le SSPM.
spm syme´trique Le mode`le de pile
de sable SSPM (Symmetric Sand
Pile Model) conside`re l’application
se´quentielle des deux re`gles d’ite´-
ration pre´sente´es sur la figure 1.9.
Ce mode`le est toujours non
de´terministe, et n’a plus de structure
de treillis, car plusieurs points fixes
distincts (par la forme ou par la position par rapport a` l’origine) peuvent
eˆtre atteints.
The´ore`me 1.3. [Pha08 ; FMP07] Le mode`le SSPM permet d’atteindre t
?
Nu
formes de point fixe diffe´rentes. Une configuration h est un point fixe de SSPM
si et seulement si :
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il est de´composable en deux points fixes du mode`le SPM, hăi (syme´trique)
et hěi, tels que |hi ´ hi´1| ď 1,





la position i ve´rifie k` |i| ď t?2Nu.
spm paralle`le syme´trique PSSPM (Parallel Symmetric Sand Pile Mo-
del) conside`re l’application en paralle`le des deux re`gles d’ite´ration du
mode`le syme´trique SSPM. La principale question est de savoir si tous
les points fixes du mode`le SSPM sont toujours atteignables. Si nous
conside´rons uniquement la forme des points fixes, alors la re´ponse est
affirmative ; si nous conside´rons la forme et la position des points fixes
par rapport a` l’origine, alors la re´ponse est ne´gative.
The´ore`me 1.4. [FPP+11 ; PPP11] Soient hmin (resp. hmax) le point fixe mi-
nimum (resp. maximum) de PSSPMpNq selon l’ordre lexicographique. Pour
tout point fixe h de SSPMpNq,
h P PSSPMpNq ðñ hmin ďlex h ďlex hmax.
Ce re´sultat signifie que dans PSSPM, il n’est pas possible d’atteindre
tous les points fixes de SSPM, mais un sous-ensemble contigue¨ selon
l’ordre lexicographique : tout point fixe de SSPM entre deux points fixes
atteignables dans PSSPM est lui aussi atteignable dans PSSPM. De plus,
pour atteindre hmin (resp. hmax) il suffit d’effectuer les transitions droites
(resp. gauches) pour tous les choix (il y a au plus un choix par transition)
au cours de la dynamique.
spm bidimensionnel BSPM (Bidimentional Sand Pile Model), la variante
bidimensionnelle du mode`le de pile de sable, n’est pas e´quivalente au
mode`le de tas de sable BTW en deux dimensions, car elle conside`re de
! vrais " grains de sable, comme il a e´te´ explique´ dans la partie 1.3.2. La
de´finition de ce mode`le est quelque peu technique, mais suis une ide´e
intuitive. De la meˆme fac¸on que SPM conside`re une unique direction
d’e´boulement selon la re`gle verticale, le mode`le BSPM conside`re deux
directions possibles d’e´boulement des grains de sable selon cette meˆme
re`gle, disons l’une vers la droite et l’autre vers le bas. Et de la meˆme
fac¸on que l’espace des configurations du mode`le SPM est l’ensemble des
suites de´croissantes dans la direction d’e´boulement, le mode`le BSPM
est de´fini sur l’ensemble des suites de´croissantes dans les deux direc-
tions d’e´boulement. Les re`gles ne sont ainsi applique´es que si elles ne
violent pas cette dernie`re condition (pour une de´finition formelle, voir
[DMP+06]). Le principal re´sultat connu concerne trois motifs interdits.
The´ore`me 1.5. [DMP+06] Le mode`le BSPM, pour des e´boulements dans les
directions droite et bas, comporte les trois motifs interdits suivants, et aucun













‚˛ sur la colonne contenant l’origine.
Les conditions sur la re`gle pour que les configurations soient toujours
de´croissantes dans deux directions, pour chaque ligne et chaque colonne,
entraıˆnent une grande difficulte´ technique a` aborder la dynamique de ce
mode`le.
Soulignons encore une fois que, bien que SPM et BTW coı¨ncident en
une dimension, la ge´ne´ralisation de SPM a` deux dimensions est diffe´rente
du mode`le BTW en deux dimensions. Outre l’absence de bords, le mode`le
SPM repre´sente des hauteurs de grains de sable qui s’e´boulent les unes
sur les autres en suivant des lois physiques (la gravite´), alors que dans
le mode`le BTW, les hauteurs sont un me´lange de hauteur et de pente, et
les grains peuvent ! sauter " sur des piles voisines plus hautes, comme
il a e´te´ souligne´ dans la partie 1.1.2.
La figure 1.10 propose un diagramme re´sumant les diffe´rents mode`les
pre´sente´s et de leurs liens.
spm kadanoff Le mode`le de pile de sable que nous e´tudions dans les
chapitres qui suivent est lui aussi une variante du mode`le SPM, dans
laquelle plusieurs grains peuvent tomber d’une meˆme colonne au cours
d’une e´tape de temps. Il sera de´fini au chapitre 2.
1.4 Chip Firing Game CFG
Nous terminerons ce chapitre par le syste`me dynamique le plus ge´-
ne´ral. Les mode`les de pile de sable BTW, ASM, et toutes les variantes
de SPM, excepte´ IPM qui n’est pas local, sont des sous-classes des Chip
Firing Games CFG, et les re´sultats sur le CFG s’appliquerons ainsi a` tous
ceux-ci. Un CFG est de´fini sur un graphe oriente´ G “ pV , Eq. Une configu-
ration est une assignation d’un nombre positif de jetons a` chaque sommet
de G, c’est-a`-dire une fonction c : V Ñ N. Un sommet v est instable si son
nombre de jetons cpvq est supe´rieur ou e´gal a` son degre´ sortant deg`pvq.
La re`gle de transition est la suivante : si v est instable dans la configu-
ration c, alors c peut eˆtre transforme´e en une autre configuration c1 en
de´plac¸ant un jeton de v le long de chaque arc sortant de v. Ce proces-
sus s’appelle le tirage de v, et nous dirons que c1 est un successeur de c.
L’ensemble des configurations atteignables depuis c est note´ CFGpG, cq,
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et nous appellerons jeu du CFG l’application se´quentielle de la re`gle a`
partir d’une configuration initiale.
Le mode`le de tas de sable abe´lien ASM, tel qu’il a e´te´ pre´sente´ dans la
section 1.2 (sur un (multi-)graphe oriente´ comportant un puits globale),
peut eˆtre vu comme un Chip Firing Game, dans lequel le graphe support
de la dynamique posse`de un puits atteignable depuis tout sommet. Ce
puits assure la convergence du syste`me.
Le Chip Firing Game a d’abord e´te´ introduit sur les graphes non-
oriente´s, et cette de´finition a e´te´ rapidement e´tendue aux graphes oriente´s
[ALS+89 ; BLS91 ; BL92]. Ce mode`le tre`s ge´ne´ral inte´resse diffe´rents do-
maines [Big99 ; Lo´p97], et une attention particulie`re a e´te´ porte´e a` la
compre´hension des conditions sous lesquelles un Chip Firing Game est
convergent et a une structure de treillis. Nous retiendrons de ces e´tudes
les re´sultats suivants :
The´ore`me 1.6. [Tar88 ; Eri93 ; Eri91 ; LP00]
Etant donne´ un graphe G et une configuration initiale O, exactement une des
deux affirmations suivantes est vraie :
1. le jeu du CFG ne termine pas ;
2. le jeu du CFG atteint un unique point fixe.
Dans le second cas, le jeu termine en un temps polynomial en le nombre de
sommets dans le cas non-oriente´, mais peut ne´cessiter un temps exponentiel dans
le cas oriente´. De plus, si G n’a pas de composante close (voir la de´finition ci-
dessous), l’ensemble des configurations atteignables CFGpG, Oq muni de l’ordre
induit par la relation de succession est un treillis.
Une composante close est un sous ensemble S des sommets non trivial
(non vide et diffe´rent de V), fortement connexe (pour tout i et j de S , il
existe un chemin de i a` j), et clos (sans arc vers VzS).
Des travaux re´cents proposent une caracte´risation pre´cise du sous-
ensemble propre des treillis qui peuvent eˆtre ge´ne´re´s par des CFG
[VPP13]. Concernant la difficulte´ de pre´dire le comportement d’un Chip
Firing Game, Eric Goles et Maurice Margenstern n’ont pas tarde´ a`
montrer le re´sultat qui suit.
The´ore`me 1.7. [GM97]
Il existe un Chip Firing Game (paralle`le) Turing-universel sur un graphe non-
oriente´ infini comportant un nombre infini de grains.
Encore une fois, dans le Chip Firing Game, nous pouvons conside´rer
l’application paralle`le de la re`gle, c’est-a`-dire a` tous les sommets pos-
sibles en une ite´ration. Ce mode d’ite´ration de´terministe atteint le meˆme
point fixe (si un point fixe est atteint) que le mode se´quentiel (d’apre`s
les meˆmes arguments que pour le mode`le PSPM compare´ au mode`le
SPM : le mode se´quentiel peut simuler le mode paralle`le). Enfin, il est
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possible d’introduire des modes d’ite´ration interme´diaires dans lesquel
au plus k sommets sont tire´s par ite´ration. Dans ces variantes, le point
fixe atteint est toujours unique (si un point fixe est atteint) et iden-
tique a` celui du mode se´quentiel, mais il est possible de remarquer sur
des exemples simples que l’ensemble des configurations atteignables n’a
plus une structure de treillis [LP00]. Pour les mode`les de pile de sable,
ces diffe´rences de mode d’ite´ration ne changent donc pas le point fixe
atteint, qui sera l’objet du principal proble`me que nous adressons dans
ce manuscrit, mais modifient la structure de l’espace des configurations
qu’il est possible de visiter. Notons que la conside´ration de diffe´rents
modes d’ite´ration dans les syste`mes dynamiques discrets fait l’objet d’un
intense de´bat, dont la pertinence est mise en e´vidence sur le mode`le des
re´seaux boole´ens [Nou12 ; NRS12].
Pour clarifier les liens entre les mode`les de´finis, nous proposons au
lecteur de se re´fe´rer a` la figure 1.10 qui re´sume leurs inclusions respec-
tives.







CFG : Chip Firing Game (partie 1.4 page 34)
ASM : Abelian Sandpile Model (partie 1.2 page 12)
KBTW : Kadanoff Bak-Tang-Wiesenfeld (partie 2.1 page 40)
BTW : Bak-Tang-Wiesenfeld (partie 1.1.2 page 9)
SPM : Sand Pile Model (partie 1.3.2 page 26)
KSPM : Kadanoff Sand Pile Model (partie 2.2 page 41)
Figure 1.10 – Diagramme de classe des mode`les de pile de sable
pre´sente´s. Pour chaque mode`le, nous donnons la re´fe´rence vers sa
de´finition. Tous contiennent la zone hachure´e, qui correspond aux ver-
sions unidimensionnelles et pour le parame`tre des mode`les Kadanoff
p “ 1 (la dynamique est alors identique, mais ASM, KBTW et BTW
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Le mode`le de pile de sable Kadanoff, d’apre`s le nom du physicienLeo P. Kadanoff, est un syste`me dynamique discret ge´ne´ralisant
le mode`le de pile de sable SPM. Ce mode`le, que nous imageons par
des grains cubiques se de´plac¸ant de colonne parfaitement empile´e en
colonne parfaitement empile´e, a davantage pour objet la compre´hension
des me´canismes d’e´mergence, et de la notion de complexite´, que de simuler
l’e´boulement de sable d’un point de vue physique. Il est de´fini a` partir
d’une re`gle locale tre`s simple de´crivant les mouvements des grains, et
pre´sente des comportements difficiles a` pre´dire et a` expliquer.
Dans ce chapitre, nous commencerons par une bre`ve pre´sentation
du mode`le tel que Leo P. Kadanoff et al. l’ont introduit, c’est-a`-dire
comme un extension du mode`le BTW. Nous de´finirons ensuite formelle-
ment le mode`le de pile de sable Kadanoff tel que nous le conside´rerons
dans la suite du manuscrit, donnerons des e´le´ments de vocabulaire, et
e´tablirons la conservation du nombre de grains au cours de la dyna-
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mique. Nous montrerons l’unicite´ du point fixe atteint, et pre´senterons
la structure de treillis de l’ensemble des configurations qu’il est possible
de visiter a` partir d’une configuration origine. Le Chip Firing Game, dont
notre mode`le est une sous-classe, fera une succincte apparition, et lais-
sera la place a` quelques re´sultats pre´liminaires pour nous familiariser
avec le formalisme. Nous aborderons enfin la complexite´ algorithmique de
pre´dire la taille des avalanches, et la dernie`re partie de ce chapitre sera
consacre´e a` la formulation d’une conjecture sur la forme des points fixes
du mode`le, dont la recherche d’une preuve formelle est l’objet des cha-
pitres qui suivent.
Pour simplifier les discussions, nous conside´rerons que la direction
dans laquelle les grains s’e´boulent est la droite.
2.1 De´finition originale
Le mode`le de pile de sable que nous allons e´tudier par la suite a e´te´
introduit comme un automate cellulaire sous le nom de ! mode`le de pile
de sable unidimensionnel limite´ non-local " en 1989, par les physiciens
Leo P. Kadanoof, Sidney R. Nagel, Lei Wu, et Su-min Zhou [KNW+89].
Leur objectif e´tait de de´finir des variantes du mode`le de tas de sable
BTW pre´sentant e´galement un phe´nome`ne d’auto-organisation critique,
ce qu’il jugent concluant dans leur e´tude, pour les meˆmes raisons qu’ex-
pose´es dans la partie 1.1 du chapitre 1. Informellement, ! mode`le de pile
de sable unidimensionnel " doit eˆtre compris comme faisant re´fe´rence au
mode`le de tas de sable BTW en une dimension, de´fini quelques anne´es
plus toˆt par Per Bak, Chao Tang, et Kurt Wiesenfeld [BTW87 ; BT88] ;
l’adjectif ! limite´ " signifie que le nombre de grains se de´plac¸ant par
l’application de la re`gle est fixe´ par une constante ; et ! non-local " que
les grains ne se de´placent pas uniquement d’une colonne a` sa voisine de
droite, mais s’e´boulent sur plusieurs colonnes adjacentes.
Quatre mode`les ont ainsi e´te´ e´tudie´s d’un point de vue physique.
Sur un support de L colonnes, S “ J0 ; L ´ 1K, une configuration est
une assignation pour chaque colonne i d’une quantite´ de grains hi, et la
pente a` l’indice i est ainsi de´finie par zi “ hi ´ hi`1. Nous conservons la
condition d’un bord ferme´ sur la gauche, et ouvert sur la droite : z´1 “ 0
et hi “ 0 pour i ą L. La re`gle d’ite´ration peut eˆtre applique´e a` l’indice i
si sa pente est strictement plus grande que la valeur critique globale zc.
Dans tous ces mode`les, une quantite´ de grains de´note´e ni tombe de la
colonne i.
Si hi ą zc alors hi Ñ hi ´ ni (tous les mode`les)
Ensuite, plusieurs variations sont propose´es, tout d’abord concernant la
2.2. De´finition et e´tat de l’art 41
quantite´ de grains qui tombent de la colonne i.
ni “ p (mode`le limite´)
ni “ zi ´ p (mode`le illimite´)
avec p une constante. La seconde variation concerne les colonnes sur
lesquelles ces grains sont re´partis.
hi`1 Ñ hi`1 ` ni (mode`le local)
hi`j “ hi`j ` 1 pour j “ 1, 2, . . . , ni (mode`le non-local)
Ceci de´fini quatre mode`les, chacun comportant deux parame`tres : zc,
qui de´termine quand la re`gle peut eˆtre applique´e, et p, qui de´termine le
nombre de grains qui se de´placent. Nous avons de´ja` discute´ du fait que
la valeur de zc n’a pas d’importance pour la compre´hension du mode`le,
puisqu’il e´quivaut simplement a` un choix d’origine (partie 1.2.1 sur la
de´finition du mode`le ASM).
Remarquons que les mode`les limite´s ge´ne´ralisent tous deux le mode`le
BTW, que nous retrouvons pour p “ 1 et zc “ 1.
De meˆme que le mode`le SPM est une variante du mode`le BTW, le
mode`le de pile de sable Kadanoff est une variante du mode`le ! uni-
dimensionnel limite´ local " pre´sente´ ici, et nous de´noterons ce dernier
KBTW (Kadanoff Bak-Tang-Wiesenfeld). KBTW est de´fini sur un support
fini S , qui comporte des bords lui permettant de tendre vers un en-
semble de configurations re´currentes (la dynamique de ces configura-
tions a e´te´ e´tudie´e pour p “ 2 [GK93b]). Le mode`le que nous allons
e´tudier peut eˆtre vu comme le mode`le ! unidimensionnel limite´ local "
sur un support S infini, de telle sorte que nous e´tudierons le comporte-
ment transient de la pile de sable, avant qu’elle n’atteigne l’ensemble des
configurations re´currentes. Nous avons de´ja` discute´ lors du passage du
mode`le BTW au mode`le SPM (section 1.3.1), du fait que les attributs qui
rendent le syste`me inte´ressant du point de vue de la complexite´ semblent
conserve´s.
2.2 De´finition et e´tat de l’art
Nous commenc¸ons par donner une de´finition informelle. Le mode`le
de pile de sable Kadanoff KSPM (Kadanoff Sand Pile Model), est un syste`me
dynamique discret —en espace et en temps— de´crivant l’e´boulement
d’un nombre fini N de grains empile´s. A` chaque application de la re`gle
d’ite´ration, un nombre de grains fixe´ par un parame`tre p se de´placent,
jusqu’a` l’obtention d’une configuration stable. La re`gle est la suivante :
si la diffe´rence de hauteur entre une colonne et celle qui est a` sa droite
est strictement supe´rieure a` p, alors p grains peuvent s’e´bouler de cette
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colonne, un grain se posant sur chacune des p colonnes adjacentes sur
la droite, comme pre´sente´ sur la figure 2.1. Le parame`tre p est fixe´, et
ne change pas au cours de la dynamique. Un exemple d’application de
la re`gle jusqu’a` l’obtention d’une configuration stable est propose´ en fi-
gure 2.2. Dans la suite, le symbole p de´signera toujours le parame`tre du
mode`le.
> p
Figure 2.1 – Re`gle d’ite´ration du mode`le de pile de sable Kadanoff pour
un parame`tre p. Sur cet exemple, p “ 3.
0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 1
Figure 2.2 – Une possible suite d’ite´rations pour p “ 2 a` partir d’une
configuration constitue´e de N “ 24 grains empile´s en colonne 0, jusqu’a`
une configuration stable. La re`gle est applique´e selon le mode se´quentiel
(a` une unique colonne a` chaque ite´ration), et les fle`ches sont e´tiquete´es
par la colonne a` laquelle la re`gle est applique´e.
Dans la partie suivante, nous proposons deux de´finitions e´quivalentes
du mode`le. Pour varier le vocabulaire, nous utiliserons les termes sui-
vants comme synonymes :
colonne et indice
e´bouler, tomber et tirer
ite´ration, e´tape et transition
2.2.1 Configurations et re`gle d’ite´ration
Les configurations du mode`le de pile de sable KSPM admettent dif-
fe´rentes repre´sentations. Les trois repre´sentations les plus naturelles uti-
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lisent les notions de : hauteur, pente et action. Nous commencerons par
de´finir les configurations sous forme de suite de hauteurs, et ensuite
sous forme de suite de pentes, qui est la principale repre´sentation que
nous manipulerons. Nous pre´senterons deux de´finitions e´quivalentes du
mode`le, la premie`re e´tant plus naturelle, et la seconde plus approprie´e
pour les de´veloppements formels. Nous reviendrons par la suite sur la
notion d’action d’une colonne.
hauteur L’espace des configurations dans la repre´sentation en hau-
teurs est de´fini comme l’ensemble des suites infinies de´croissantes et ulti-
mement nulles d’entiers naturels, dans lesquelles chaque entier repre´sen-
te un nombre de grains empile´s. Soit h “ phiqiPN une configuration, hi est
le nombre de grains sur la colonne i. Nous obtenons ainsi la de´finition
suivante.
Definition 2.1. (Hauteurs) Le mode`le de pile de sable Kadanoff pour
un parame`tre fixe´ p, KSPM(p), est de´fini par deux ensembles.
Configurations. L’ensembles des suites infinies de´croissantes et ulti-
mement nulles d’entiers naturels.
Ch “
$’&’%phiqiPN :
hi P N pour tout i
hi ´ hi`1 ě 0 pour tout i
D i0 tel que @ i ě i0 : hi “ 0
,/./-
Re`gle d’ite´ration. Nous avons une transition de la configuration h a`
la configuration h1 sur la colonne i, de´note´e h iÑ h1, si$’&’%
h1i “ hi ´ p
h1j “ hj ` 1 pour j P Ji` 1 ; i` pK
h1j “ hj pour j R Ji ; i` pK.
Nous dirons e´galement que la colonne i est tire´e lorsque nous appli-
quons la re`gle d’ite´ration a` la colonne i. D’apre`s la de´finition de l’en-
semble des configurations Ch, une condition pour qu’un indice i soit tire´
est bien que hi ´ hi`1 ą p, car dans le cas contraire h1i ´ h1i`1 ă 0 et donc
h1 R Ch. Le symbole h de´signera toujours une configuration repre´sente´e
par une suite de hauteurs phiqiPN.
La re`gle est applique´e a` une seule position a` chaque ite´ration, selon
le mode se´quentiel.
pente Dans le but de ne conside´rer que les hauteurs relatives entre les
colonnes, ce qui permet d’avoir une repre´sentation uniformise´e (qui ne
de´pend pas de la position et de sa hauteur), nous utiliserons principa-
lement la repre´sentation sous forme de suite de diffe´rences de hauteur, ou
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pentes, dans l’espace des suites infinies et ultimement nulles d’entiers na-
turels. Soit b “ pbiqiPN une configuration, nous avons ainsi bi “ hi ´ hi`1
pour tout i. La de´finition 2.2 suivante est une reformulation de la 2.1, et
de´fini le meˆme syste`me dynamique discret.
Definition 2.2. (Pentes) Le mode`le de pile de sable Kadanoff pour un
parame`tre fixe´ p, KSPM(p), est de´fini par deux ensembles.




pbiqiPN : bi P N pour tout iD i0 tel que @ i ě i0 : bi “ 0
+
Re`gle d’ite´ration. Nous avons une transition de la configuration b a`
la configuration b1 sur la colonne i, de´note´e b iÑ b1, si$’’’&’’’%
b1i´1 “ bi´1 ` p si i ‰ 0
b1i “ bi ´ pp` 1q
b1i`p “ bi`p ` 1
b1j “ bj pour j R ti´ 1, i, i` pu.
Nous pouvons de nouveau remarquer qu’une condition pour que
l’indice i soit tire´ est que bi ą p, car dans le cas contraire b1i ă 0 et donc
b1 R Cb. Le symbole b de´signera toujours une configuration repre´sente´e
par une suite de pentes pbiqiPN.
La re`gle est encore une fois applique´e a` une seule position a` chaque
ite´ration, selon le mode se´quentiel.
equivalence des deux de´finitions La bijection entre Ch et Cb pour
observer que les de´finitions 2.1 et 2.2 de´crivent bien le meˆme mode`le
est e´videmment celle qui a une suite phiqiPN associe la suite pbiqiPN telle
que bi “ hi ´ hi`1 pour tout i. Cette bijection f : Ch Ñ Cb commute avec
l’application de la re`gle d’ite´ration.#
@ h, h1 P Ch telles que h iÑ h1 : f phq iÑ f ph1q
@ b, b1 P Cb telles que b iÑ b1 : f´1pbq iÑ f´1pb1q
Dans la suite, nous ne ferons pas de distinction entre une configuration
et ses repre´sentations.
2.2.2 Notations
Nous pre´sentons quelques notations et e´le´ments de vocabulaire, pour
certains he´rite´s du mode`le de pile de sable SPM pre´sente´ en section
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1.3, ainsi qu’une premie`re remarque sur la conservation du nombre de
grains. Tout d’abord, soulignons que le mode`le est non de´terministe car la
re`gle est applique´e de fac¸on se´quentielle.
Pour une configuration b, nous dirons que la colonne i est instable
dans b si bi ą p. Une configuration b est stable, ou un point fixe, si aucune
transition n’est possible depuis b, c’est-a`-dire si toutes ses colonnes sont
stables, bi ď p pour tout i. Nous noterons b Ñ b1 lorsqu’il existe un
indice i tel que b iÑ b1, et nous appellerons b1 un successeur de b. La
cloˆture re´flexive et transitive de Ñ est de´note´e Ñ˚, et nous dirons que la
configuration b1 est accessible, ou atteignable depuis la configuration b si
b Ñ˚ b1.
Pour tout ensemble A Ď N et toute suite c “ pciqiPA, nous de´signerons
la sous-suite de c induite par l’ensemble d’indices B Ď A par cB. Par
exemple, bJn ;8J de´signera la configuration b a` partir de l’indice n.
loi de conservation du nombre de grains Nous ve´rifions aise´ment
que le nombre N de grains est conserve´ par l’application de la re`gle














iPNzJj ; j`pKhi ` phj ´ pq `
ř




L’e´quivalence des deux de´finitions nous assure qu’il en est de meˆme
pour la repre´sentation pbiqiPN.
2.2.3 Structure de treillis
Avant de pre´senter un re´sultat sur la structure de treillis de l’en-
semble des configurations atteignables depuis une configuration du mo-
de`le KSPM, nous commencerons par montrer que le mode`le est conver-
geant, en suivant une me´thode tre`s classique dans l’e´tude des syste`mes
dynamiques discrets.
proprie´te´ du diamant Le mode`le KSPM posse`de la proprie´te´ du dia-
mant : si b Ñ b1 et b Ñ b2, alors il existe une configuration b3 telle que
b1 Ñ b3 et b2 Ñ b3.




Cette proprie´te´ est ve´rifie´e pour les meˆmes raisons que dans le mode`le
SPM :
si deux indices diffe´rents i et j peuvent eˆtre tire´s, alors l’e´boulement
de l’indice i n’empeˆchera pas l’e´boulement de l’indice j a` l’e´tape
de temps suivante car la pente a` l’indice j n’aura pas diminue´, et
inversement ;
quel que soit l’ordre dans lequel nous effectuons les transitions,
nous atteignons la meˆme configuration, par commutativite´ de l’ad-
dition qui est le seul ope´rateur arithme´tique utilise´ dans l’applica-
tion de la re`gle d’ite´ration.
convergence et point fixe La convergence est la proprie´te´ suivante : si







Proposition 2.3. Le mode`le KSPM est convergent.
De´monstration. De la meˆme fac¸on que pour le mode`le SPM, nous pou-
vons montrer que toute suite d’ite´rations termine en de´finissant la fonc-
tion d’e´nergie 1 suivante, qui associe a` une configuration un entier (cha-
que grain compte pour sa propre hauteur dans la somme).
E : Ch Ñ N





Nous remarquons alors que l’application de la re`gle fait strictement
de´croitre cette e´nergie : h Ñ h1 ñ Ephq ą Eph1q. De plus, Ephq ě 0
pour toute configuration h P Ch. Comme il n’y a pas de suite infinie
de´croissante d’entiers naturels, toute suite de transitions termine.
1. Nous utilisons le terme fonction d’e´nergie pour de´signer une valuation des configu-
rations.
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La terminaison et la proprie´te´ du diamant impliquent la conver-
gence du syste`me (re´sultat classique sur les syste`mes dynamiques dis-
crets [BN98]). Soient trois configurations b, b1 et b2 telles que b Ñ˚ b1
et b Ñ˚ b2. Sans perte de ge´ne´ralite´, conside´rons que la plus longue de
ces deux de´rivations est celle de b a` b1, qui comporte un nombre fini
n d’e´tapes (proprie´te´ de terminaison). Nous montrons le re´sultat par
induction sur n en utilisant la proprie´te´ du diamant selon le sche´ma sui-
vant, qui nous assurera qu’il existe une configuration b3 telle que b1 Ñ˚ b3














Pour n “ 0, le re´sultat est e´vident avec b3 “ b. Supposons que le syste`me
est convergent pour les configurations atteintes en k ă n e´tapes depuis b,
et montrons qu’il l’est pour n e´tapes. Soit b1´ (resp. b2´) la configuration
pre´ce´dent b1 (resp. b2) dans la de´rivation de b a` b1 (resp. b2) :
b Ñ˚ b1´ Ñ b1
(resp. b Ñ˚ b2´ Ñ b2).
Alors par hypothe`se d’induction, il existe une configuration b3´ telle
que b1´ Ñ˚ b3´ et b2´ Ñ˚ b3´.
Pour chacune de ces deux configurations, nous effectuons une nou-
velle induction sur la longueur de la de´rivation de b1´ (resp. b2´) a` b3´,
et nous obtenons avec la proprie´te´ du diamant une configuration b1`
(resp. b2`) successeur de b3´ qui est atteignable depuis b1 (resp. b2). Par
exemple pour la premie`re e´tape du coˆte´ b2´ et b2, soit b2´1 la premie`re
configuration obtenue dans la de´rivation de b2´ a` b3´ : b2´ Ñ b2´1 Ñ˚
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b3´, alors nous avons b2´ Ñ b2´1 et b2´ Ñ b2 donc d’apre`s la pro-
prie´te´ du diamant il existe une configuration b21 telle que b2´1 Ñ b21 et
b2 Ñ b21.
En appliquant une dernie`re fois la proprie´te´ du diamant, il existe
une configuration b3 telle que b1` Ñ b3 (resp. b2` Ñ b3). b3 est ainsi
atteignable depuis b1 et b2, donc le syste`me est convergent pour n.
Pour toute configuration b P Cb, nous de´noterons l’unique point fixe
atteint pipbq, qui est donc tel que b Ñ˚ pipbq. Remarquons de plus que pour
toutes configurations b et b1 telles que b Ñ˚ b1, ces deux configurations
atteignent le meˆme point fixe, pipb1q “ pipbq.
La Proposition suivante est corollaire.
Proposition 2.4. Pour tout parame`tre p et toute configuration b P Cb, pipbq est
unique.
Les travaux pre´sente´s dans les chapitres suivants vont s’inte´resser
en particulier au point fixe obtenu a` partir de la configuration initiale
compose´e d’un nombre fini N de grains empile´s en colonne 0. Nous
utiliserons la notation 0ω pour la suite infinie de ze´ros, de telle sorte
que la configuration initiale s’e´crive pN, 0ωq, que nous abre`gerons par N.
Ainsi, nous nous inte´resserons a` pipNq, que nous prendrons comme la
repre´sentation sous forme de diffe´rence de hauteur du point fixe atteint
a` partir de la configuration initiale pN, 0ωq. Pour alle´ger la notation, la
de´pendance au parame`tre p de la configuration pipNq n’est pas indique´e.
Nous utiliserons cette notation dans des contextes ou` le parame`tre p sera
fixe´, ou mentionne´.
L’ensemble des configurations accessibles depuis la configuration ini-
tiale pN, 0ωq pour un parame`tre p sera note´ KSPMpp, Nq. La figure 2.3
montre un exemple de KSPMp2, 24q.
action Une troisie`me repre´sentation jouera un roˆle important dans la
suite de notre expose´, il s’agit de la suite d’actions (le terme anglais est
shot vector) d’une configuration, de´finie a` partir de l’action de chaque co-
lonne. Cette repre´sentation est lie´e a` la configuration initiale pN, 0ωq du
mode`le. Pour une configuration atteignable depuis pN, 0ωq, c’est-a`-dire
un e´le´ment de KSPMpp, Nq, l’action d’une colonne i, de´note´e ai, est le
nombre de fois que la re`gle a e´te´ applique´e a` l’indice i depuis la configu-
ration pN, 0ωq. La suite d’actions d’une configuration, de´note´e a “ paiqiPN,
est ainsi de´finie comme la suite des actions de chaque indice. C’est une
suite infinie et ultimement nulle d’entiers, c’est-a`-dire un e´le´ment de
Ca “ Cb.
Comme nous l’avons de´ja` remarque´ pour la proprie´te´ du diamant,
l’ordre dans lequel la re`gle est applique´e n’a pas d’importance, donc
pour un parame`tre p et un nombre de grains N, une suite d’actions
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(24, 0ω)
(21, 0, 1, 0ω)
(18, 0, 2, 0ω)
(15, 0, 3, 0ω)
(12, 0, 4, 0ω) (15, 2, 0, 0, 1, 0ω)
(9, 0, 5, 0ω) (12, 2, 1, 0, 1, 0ω)
(6, 0, 6, 0ω) (9, 2, 2, 0, 1, 0ω)
(3, 0, 7, 0ω) (6, 2, 3, 0, 1, 0ω)
(0, 0, 8, 0ω) (3, 2, 4, 0, 1, 0ω) (6, 4, 0, 0, 2, 0ω)
(0, 2, 5, 0, 1, 0ω) (3, 4, 1, 0, 2, 0ω) (8, 1, 0, 1, 2, 0ω)
(0, 4, 2, 0, 2, 0ω) (5, 1, 1, 1, 2, 0ω)
(2, 1, 2, 1, 2, 0ω)
Figure 2.3 – KSPMp2, 24q, l’ensemble des configurations atteignables
pour N “ 24 et p “ 2, repre´sente´es sous forme de diffe´rences de hau-
teur. La configuration initiale p24, 0ωq est en haut de la figure, et l’unique
point fixe atteint, pip24q “ p2, 1, 2, 1, 2, 0ωq est en bas.
de´fini bien une unique configuration. Un exemple est pre´sente´ en figure
2.4.
Remarque 2.5. Il est tout de meˆme a` noter que toutes les configurations
des ensembles Ch et Cb n’ont pas de suite d’actions (les suites s’action
sont de´finies pour les configurations de l’ensemble KSPMpp, Nq). Et
re´ciproquement, toutes les suites d’actions de l’ensemble Ca ne de´finissent
pas une configuration valide (par exemple la suite d’actions p0, 1, 0ωq ne
repre´sente aucune configuration). Par de´finition, la re`gle d’ite´ration sur
les suites d’actions consiste a` ajouter une unite´ d’action a` un indice, mais
la condition de rester dans l’ensemble Ca est trop faible.
Les trois repre´sentations d’une configuration de KSPMpp, Nq : en
hauteurs phiqiPN, en pentes pbiqiPN, et en actions paiqiPN, sont e´videmment
tre`s lie´es. Concernant la suite d’action, notons qu’il est ne´cessaire de
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(hn)n∈N = ( 0ω )8 6 5 3 2
(bn)n∈N = ( 0ω )2 1 2 1 2
(an)n∈N = ( 0ω )8 1 2 0 0
, , , , ,
, , , , ,
, , , , ,
Figure 2.4 – Exemple de configuration obtenue depuis la configuration
initiale pour N “ 24 et p “ 2, et ses trois repre´sentations : phiqiPN en
hauteurs, pbiqiPN en pentes, et paiqiPN en actions. Pour ve´rifier la suite
d’actions, nous pourrons nous re´fe´rer a` l’exemple pre´sente´ en figure 2.2.
connaıˆtre le nombre de grains N pour reconstituer une configuration
sous forme de hauteurs et pentes a` partir de celle-ci, dans le but de
connaıˆtre le nombre de grains restant sur la colonne initiale. Explicitons
la relation entre paiqiPN et pbiqiPN, qui sera la base de certains de´velop-
pements pre´sente´s dans les chapitres qui suivent. Pour tout indice i ą 0,
la pente bi est 0 dans la configuration initiale ou` N grains sont empile´s en
colonne 0. Ensuite, l’e´boulement d’un indice j ą 0 a pour conse´quences :
l’augmentation de p unite´s de la pente bj´1
la diminution de p` 1 unite´s de la pente bj
l’augmentation de 1 unite´ de la pente bj`p
(2.1)
Les conse´quences de l’e´boulement pour j “ 0 sont les meˆmes, en igno-
rant le changement sur bj´1. Nous obtenons ainsi la relation suivante.
Pour tout i ě p, bi “ ai´p ´ pp` 1q ai ` p ai`1. (2.2)
treillis Le mode`le de pile de sable Kadanoff a e´te´ e´tudie´ par Eric
Goles, Michel Morvan et Ha Duong Phan en 2002, sous le nom de
Chip Firing Game Line´aire LCFG (Linear Chip Firing Game) [GMP02b]. Ces
auteurs n’ont pas seulement montre´ la structure de treillis de l’ensemble
KSPMpp, Nq muni de l’ordre induit par la relation successeur Ñ, mais
e´galement que cette structure de treillis est ve´rifie´e pour toute configura-
tion initiale finie de l’ensemble des configurations Ch. Nous formulerons
ne´anmoins ce re´sultat sous sa forme plus faible, pour ne pas alourdir les
notations.
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The´ore`me 2.6. [GMP02b]
Pour tous p et N, KSPMpp, Nq est un treillis.
De plus, le syste`me est fortement convergent, c’est-a`-dire que toute se´quence de
transitions atteint l’unique point fixe en un meˆme nombre d’ite´rations.
Remarquons que la structure de treillis du mode`le de pile de sable
Kadanoff est de´duite du The´ore`me 1.7, car le graphe supportant la dyna-
mique (pre´sente´ sur la figure 2.6) ne comporte pas de composante close.
Dans [GMP02b], ce re´sultat est de´montre´ en utilisant une autre tech-
nique, qui utilise la repre´sentation sous forme de suite d’actions d’une
configuration. Soient a et a1 les suites d’actions de deux configurations at-
teintes depuis une meˆme configuration origine O, alors la suite d’actions
a2 telle que a2i “ maxtai, a1iu pour tout i repre´sente une configuration
atteignable depuis O, et telle que a2 est la suite d’actions du plus grand
commun successeur de a et a1 : a2 “ a_ a1. Ainsi, l’ensemble conside´re´
contient un e´le´ment maximal qui est son origine O (dans le cas qui nous
inte´resse la configuration pN, 0ωq), et est clos par plus grand commun
successeur, c’est donc un treillis (voir par exemple l’excellent [DP02]). La
seconde partie du re´sultat suit l’observation que le nombre d’ite´rations




Une figure est parfois plus parlante qu’un long discours. Nous lais-
serons le lecteur appre´cier la complexite´ du mode`le sur la figure 2.5.
2.2.5 KSPM(p) et Chip Firing Game
La repre´sentation sous forme de Chip Firing Game des mode`les de
pile de sable KSPM pour p “ 1, p “ 2 et p “ 3 sont pre´sente´s en fi-
gure 2.6. Pour tout parame`tre p fini et a` un nombre de grains N fixe´, la
conside´ration d’un graphe fini est suffisante pour capturer sans alte´ration
la dynamique du mode`le KSPM(p). Intuitivement, il n’est pas ne´cessaire
de conside´rer les colonnes d’indice strictement supe´rieur a` N. Cepen-
dant, il est plus commode de de´crire les morphismes de KSPM(p) vers le
Chip Firing Game sans tenir compte du nombre de grains N, c’est-a`-dire
pour des graphes de´finis sur des ensembles de sommets infinis.
L’ensemble des sommets est toujours NYtsu, avec s un sommet puits.
Chaque sommet non puits i P N est assimile´ a` une colonne, et le nombre
de jetons qu’il posse`de correspond a` la pente bi “ hi ´ hi`1. Ainsi, les
sommets tire´s envoient des unite´s de pente a` leurs voisins, comme il est
illustre´ sur la figure 2.7. Cette repre´sentation sous forme de Chip Firing
Game, dans laquelle les colonnes s’e´changent des unite´s de pente, s’ave`re
tre`s pratique pour raisonner sur le mode`le de pile de sable KSPM. No-
tons enfin que nous emprunterons des e´le´ments de la terminologie du
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Figure 2.5 – Configuration stable obtenue pour p “ 4 apre`s l’ajout, un a`
un, de 600 grains. Chaque ajout est suivi du processus de stabilisation,
ou les grains tombent comme il est illustre´ sur la figure 2.1 (parmi les 4
grains qui s’e´boulent, le grain le plus haut tombe le plus sur la droite).
Le code couleur est le suivant : les 100 premiers grains ajoute´s ont une
couleur de´grade´e de blanc a` noir avec une croix, les 100 grains suivants
ont une couleur de´grade´e de blanc a` noir avec un rond, les 100 grains
suivants ont une couleur de´grade´e de blanc a` noir avec un triangle, puis
cette se´quence est re´utilise´e de fac¸on cyclique. Nous observons ainsi que
les 100 premiers grains ajoute´s sont ! en dessous " des grains 101 a` 200
suivants, qui sont ! en dessous " des grains 201 a` 300, mais ensuite un
comportement de plus en plus intrique´ semble prendre place. Ce pro-
cessus d’ajout re´pe´te´ de grains sera e´tudie´ dans le chapitre 3.
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Ns 0 0 0 0 0
Figure 2.6 – Partie 1 – KSPM(1) dans la configuration initiale a`
N grains, repre´sente´ sous forme de Chip Firing Game. Le graphe
support de la dynamique est de´fini par G “ pN Y tsu, Eq tel que
E “ tpi, jq : |i´ j| “ 1u Y tp0, squ.
Ns 0 0 0 0 0
Figure 2.6 – Partie 2 – KSPM(2) dans la configuration initiale a` N grains,
repre´sente´ sous forme de Chip Firing Game. Le graphe support de la dy-
namique comporte plusieurs arcs entre certains sommets. C’est le graphe
ponde´re´ (pi, j, kq repre´sente k arcs de i a` j) de´fini par G “ pNY tsu, Eq tel
que E “ tpi, j, 2q : i´ j “ 1u Y tpi, j, 1q : j´ i “ 2u Y tp0, s, 2qu.
Ns 0 0 0 0
Figure 2.6 – Partie 3 – KSPM(3) dans la configuration initiale
a` N grains, repre´sente´ sous forme de Chip Firing Game. Dans
le cas ge´ne´ral d’un parame`tre p, le graphe support de la dyna-
mique est de´fini par le graphe ponde´re´ G “ pN Y tsu, Eq tel que
E “ tpi, j, pq : i´ j “ 1u Y tpi, j, 1q : j´ i “ pu Y tp0, s, pqu.
Chip Firing Game, en particulier le verbe tirer pour parler de l’applica-
tion de la re`gle d’ite´ration a` une colonne.
2.2.6 Plateau et Support
plateau Un plateau est un ensemble d’au moins deux colonnes non-
vides conse´cutives de meˆme hauteur, la condition de non-nullite´ de la
hauteur ayant pour objet de ne pas conside´rer comme un plateau la suite
infinie de 0 terminant les configurations. La longueur d’un plateau est le
nombre des colonnes qui le composent, et son indice est sa colonne la
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4 2 5 0 1, , , , ,( 0
ω)
Figure 2.7 – Application de la re`gle d’ite´ration vue comme un Chip
Firing Game pour KSPM(2). La suite des pentes est inscrite en dessous
de la configuration. Lorsque deux grains s’e´boulent d’une colonne i vers
les colonnes i`1 et i`2, la colonne i donne 2 unite´s de pente a` la colonne
i´ 1, et donne 1 unite´ de pente a` la colonne i` 2.
plus a` gauche.
Jk ; k` l ´ 1K est un plateau de longueur l a` l’indice i dans b
ðñ
l ě 2 et pour tout i P Jk ; k` l ´ 2K : bi “ 0.
Par exemple, les pe´nultie`me et ante´pe´nultie`me configurations de la
figure 2.2 comportent chacune deux plateaux de longueur 2, aux indices
0 et 3.
Proposition 2.7. Pour tout parame`tre p et tout nombre de grains N, les confi-
gurations atteignables depuis pN, 0ωq ne comportent aucun plateau de longueur
strictement supe´rieure a` p` 1.
De´monstration. Nous prouvons le re´sultat par l’absurde, en montrant
qu’une telle configuration ne peut pas avoir d’ante´ce´dent sans que cela
ne viole l’hypothe`se selon laquelle les configurations sont des suites de
pentes positives (hypothe`se Hpositive). Soient p un parame`tre fixe´ et N un
entier. Supposons donc qu’il existe une configuration b atteignable de-
puis pN, 0ωq qui comporte un plateau de longueur l ą p` 1 a` l’indice k.
Puisque pN, 0ωq ne comporte pas de tel plateau, il existe deux configura-
tions b1 et b2 telles que b1 Ñ b2, et b2 comporte un plateau de longueur l a`
l’indice k alors que b1 ne comporte pas de plateau de longueur supe´rieure
ou e´gale a` l (hypothe`se Hplateaux).
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k k + l − 1
Voyons maintenant qu’il n’existe aucun i tel que b1 iÑ b2, ce qui ter-
minera la preuve.
Si i ă k´ p ou i ą k` l´ 1, alors l’application de la re`gle a` l’indice
i ne change pas les hauteurs des colonnes comprises entre k et
k` l ´ 1, ce qui contredit Hplateaux.
Si k ´ p ď i ď k, alors d’apre`s la re`gle de transition nous avons
b1i`p “ b2i`p ´ 1. Or l’hypothe`se Hplateaux nous dit que b2i`p “ 0
(car l ą p ` 1), donc b1i`p ă 0, ce qui est impossible (hypothe`se
Hpositive).
Si k ă i ď k` l ´ 1, alors d’apre`s la re`gle de transition nous avons
b1i´1 “ b2i´1 ´ p. Or l’hypothe`se Hplateaux nous dit que b2i´1 “ 0,
donc b1i´1 ă 0, ce qui est impossible (hypothe`se Hpositive).
support Nous utiliserons le terme support d’une configuration h pour
de´signer l’ensemble des indices sur lesquelles elle comporte des grains.
La taille du support peut ainsi eˆtre de´finie par
max ti : hi ą 0u ` 1.
Proposition 2.8. Soit p fixe´. La taille du support de pipNq est en Θp?Nq.
De´monstration. Soit w la taille du support de pipNq. Nous allons borner
infe´rieurement w en utilisant le fait qu’un point fixe est une configura-
tion stable, c’est-a`-dire pipNqi ď p pour tout i, et supe´rieurement a` l’aide
de la Proposition 2.7 qui borne la taille des plateaux. Intuitivement, pipNq
a grossie`rement une forme de triangle rectangle de proportions ! raison-
nables " , dont l’aire est e´gale au nombre de grains qu’il contient, N.
Chacun de ses coˆte´s est donc de l’ordre de
?
N (figure 2.8).
Borne infe´rieure : pipNq est une configuration stable, donc pour toute









N ´ 1 ă w.







Figure 2.8 – Encadrement de la taille du support de pipNq, en Θp?Nq.
Les diffe´rences de hauteur d’au plus p permettent de le borner
infe´rieurement, et l’absence de plateau de taille strictement supe´rieure
a` p` 1 de donner une borne supe´rieure.
Borne supe´rieure : d’apre`s la Proposition 2.7, pipNq ne comporte au-
















p` 1 ´ 1
˙2
Et donc pp` 1q?N ` p` 1 ą w.
ge´ne´ralisation a` deux dimensions Il est possible de ge´ne´raliser le
mode`le KSPM a` deux dimensions, nous en proposons une de´finition
intuitive. Cette ge´ne´ralisation suit les contraintes du mode`le unidimen-
sionnel, a` savoir :
il y a autant de directions d’e´boulement que de dimensions,
les configurations sont de´croissantes dans chaque direction d’e´bou-
lement.
Cette dernie`re condition impose une contrainte pour l’application de la
re`gle d’ite´ration, qui ne doit pas transgresser la de´croissance dans toutes
les directions d’e´boulement de la configuration obtenue.
Il est possible, en suivant ce sche´ma, de ge´ne´raliser le mode`le KSPM
a` un nombre arbitraire d de dimensions, bien que pour d ą 3 la significa-
tion physique du mode`le de pile de sable sur une grille d-dimensionnelle
ne soit pas claire.
Encore une fois, bien que dans le cas unidimensionnel, les mode`les
KSPM(1) (SPM) et BTW soient identiques, leur ge´ne´ralisation en plu-
sieurs dimensions ne le sont pas (figure 1.10).
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2.2.7 Proble`me de l’avalanche
Nous conside´rons le proble`me de de´cision suivant : a` partir d’une
configuration h, et de deux positions l et m, est-ce que l’ajout d’un grain
a` la position l entraıˆne une re´action en chaıˆne —une avalanche— qui
atteint la position m ?
Definition 2.9. Proble`me de l’avalanche (AP)
Instance : Une configuration stable, et deux positions l et m.
Question : L’ajout d’un grain a` l’indice l, suivi de la stabilisation,
modifie t-il la hauteur de la position m ?
The´ore`me 2.10. [FGM12]
Pour KSPM en dimensions trois ou plus, AP est P-complet pour tout p.
Pour KSPM en deux dimensions, AP est P-complet pour p ą 1.
Pour KSPM en une dimension, AP˚ est dans la classe NC pour tout p.
AP˚ est une restriction de AP, dans laquelle la configuration stable
pbiqiPN de l’instance ve´rifie bi ą 0 pour tout i. La complexite´ de AP en
une dimension n’est connue pour eˆtre dans NC que pour p “ 1 [MN99].
La classe de complexite´ NC signifie qu’il est possible de re´pondre
a` la question en temps poly-logarithmique sur une machine paralle`le
ayant un nombre polynomial de processeurs (relativement a` la taille de
l’entre´e) [Sip97]. La P-comple´tude, quant a` elle, indique que le mode`le
est intrinse`quement se´quentiel —il n’est pas aise´ment paralle´lisable, sauf
si P=NC—, et qu’il n’y a pas de moyen significativement plus rapide
pour re´pondre a` la question que de simuler l’e´boulement des grains de
sable, jusqu’a` obtenir une configuration stable. Cette proprie´te´ d’impre´-
dictabilite´ faible (une avalanche particulie`re n’est pas pre´visible, mais le
comportement asymptotique l’est e´ventuellement) est souvent employe´e
comme argument de motivation dans les articles sur l’auto-organisation
critique ; ce re´sultat montre qu’elle est formellement ve´rifie´e a` partir de
la dimension 2 et p ą 1.
Pour prouver la P-comple´tude de AP, les auteurs de [FGM12] le re´-
duisent au proble`me de valeur de circuit monotone MCVP (Monotone Cir-
cuit Value Problem), c’est-a`-dire qu’ils montrent comment simuler l’e´val-
uation de circuits logiques dans les avalanches, a` travers l’imple´menta-
tion des me´canismes suivants :
propagation d’un signal ;
virage a` 900 d’un signal ;
croisement de deux signaux ;
de´doublement d’un signal ;
porte logique ET ;
porte logique OU.
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Des re´sultats de complexite´ algorithmique sur un proble`me proche
ont e´te´ de´montre´s concernant le mode`le BTW. Le proble`me du calcul de
la configuration stable obtenue a` partir d’une configuration quelconque
est P-complet a` partir de la dimension 3, et dans NC pour la dimension
1 [MN99]. Le cas de la dimension 2 est toujours ouvert, bien qu’il ait e´te´
de´montre´ qu’il est impossible de faire se croiser des signaux [GG06].
2.3 Proble´matique
Le proble`me que nous adressons dans les chapitres qui suivent con-
cerne la caracte´risation de la forme du point fixe obtenu dans le mode`le
de pile de sable Kadanoff, en fonction des deux entiers qui le de´finissent :
le parame`tre p, et le nombre de grains N.
Cette question est motive´e par la recherche d’explications combi-
natoires a` la complexite´ du mode`le BTW. Malgre´ les e´le´gants de´velop-
pements de Deepek Dhar sur la structure abe´lienne des configurations
re´currentes, qui sont les premiers travaux de formalisation apporte´s au
mode`le BTW, la compre´hension de la dynamique de ces mode`les com-
porte toujours de nombreux questionnements [Dha06]. L’explication de
la loi de puissance expe´rimentalement obtenue, les nombreuses struc-
tures auto-similaires, et plus ge´ne´ralement : ! qu’est ce qu’un phe´nome`ne
d’auto-organisation critique ? " restent largement ouvertes. Nous avons
de´ja` souligne´ l’ide´e selon laquelle nous e´tudions, a` travers les mode`les
de pile de sable SPM et sa ge´ne´ralisation KSPM, le comportement tran-
sient des mode`les BTW et KBTW, c’est-a`-dire celui qui correspond au
phe´nome`ne dit ! d’auto-organisation " , vers un e´tat dit ! critique ".
Le meilleur moyen d’engager des pistes de re´flexion est de conjec-
turer des formes de point fixe. Pour e´laborer de telles hypothe`ses, nous
commencerons donc naturellement par pre´senter quelques exemples de
points fixes, a` partir desquels nous e´noncerons une formule ge´ne´rale
de´crivant leur forme en fonction de p et de N. La figure 2.9 pre´sente les
configurations stables obtenues pour N “ 2000 grains, et le parame`tre p
allant de 1 a` 4. Nous sommes en queˆte de motifs re´guliers et ge´ne´raux
sur ces figures.
La premie`re observation frappante est la re´gularite´ qui semble e´mer-
ger sur la partie droite des points fixes, a` partir d’un certain indice et
jusqu’a` ce qu’il n’y ait plus de grains. Par exemple pour p “ 3, le point
fixe pip2000q se termine par la suite de pentes
. . . , 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 0, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 0ω
. . . p3 ¨ 2 ¨ 1q4 0 p3 ¨ 2 ¨ 1q5 0ω.
Pour p “ 4, le point fixe pip2000q se termine par la suite de pentes
. . . p4 ¨ 3 ¨ 2 ¨ 1q1 0 p4 ¨ 3 ¨ 2 ¨ 1q4 0ω.
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Figure 2.9 – pip2000q pour p “ 1, 2, 3, 4.
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La formule ge´ne´rale semble eˆtre pp ¨ p´ 1 ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1qx 0 pp ¨ p´ 1 ¨ . . . ¨ 2 ¨
1qy 0ω, et ce motif s’applique e´galement aux re´sultats de simulation pour
p “ 1, 2. Nous appellerons vague la se´quence pp ¨ p´ 1 ¨ . . . ¨ 1q, pour une
raison visuellement claire.
Dans la portion gauche de la configuration, en revanche, aucun motif
re´gulier ne semble identifiable sur ces quelques exemples.
La question qui arrive naturellement est alors : a` quel indice se situe
la se´paration ? Il est difficile d’en juger expe´rimentalement, la figure 2.10
pre´sente quelques conside´rations basiques.
Ces observations, qui ne sont pas trivialement de´ductibles a` partir
de la de´finition du mode`le et de petits exemples, nous ont conduits a`
formuler l’e´nonce´ suivant, dont la preuve est l’objet principal de ce ma-
nuscrit.
The´ore`me 2.11. Soit p fixe´. Pour tout nombre de grains N, il existe une co-
lonne n en Oplog Nq telle que
pipNqJn ;8J P pp ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q˚ 0 pp ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q˚ 0ω
ou` ˚ de´note les re´pe´titions finies.
Une repre´sentation graphique de ce re´sultat est propose´e sur les fi-
gures 2.11 et 2.12.
Remarquons qu’asymptotiquement, lorsque le nombre de grains N
tend vers l’infini, la taille relative (au support) de la portion de gauche
non capture´e par l’e´nonce´ tend vers 0, de sorte que le point fixe est
entie`rement constitue´ de vagues.
Rechercher une de´monstration de ce phe´nome`ne d’e´mergence d’une
forte structure apre`s une phase visiblement beaucoup moins ordonne´e a
constitue´ l’objectif de nos recherches. Les chapitres qui suivent de´criront
les moyens employe´s pour y parvenir.
Le chapitre 3 pre´sentera une e´tude des avalanches, qui consiste en
l’ajout re´pe´te´ d’un grain sur la colonne 0 —en analogie avec un sablier—
suivi du processus de stabilisation [PR11a ; PR13]. Nous verrons que
sous une certaine condition, la dynamique des avalanches est ! quasi-
line´aire " , ce qui en autorisera une description tre`s simple, et l’intuition
que nous pouvons en de´duire des re´gularite´s sur les points fixes. Nous
chercherons alors a` montrer que la condition mentionne´e est ve´rifie´e
pour toutes les avalanches, ce qui s’ave´rera concluant pour p “ 2. Nous
discuteront des difficulte´s rencontre´es pour ge´ne´raliser les techniques
employe´es.
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Figure 2.10 – Pour p “ 4, apparition du motif de vague sur les 100
000 premiers points fixes, les points fixes pour N multiple de 1 000 sont
repre´sente´s. Diagramme du haut : les points noirs illustrent pour chaque
nombre de grains la colonne a` partir de laquelle l’expression re´gulie`re
pp ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q˚ 0 pp ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q˚ 0ω de´crit le point fixe, et les points gris
repre´sentent la taille du support de la configuration. Ce motif semble
compter pour une tre`s large part des points fixes. Diagramme du bas :
les points noirs illustrent a` nouveau pour chaque nombre de grains la
colonne a` partir de laquelle les vagues apparaissent, avec une abscisse
logarithmique. Sur un tel graphique, une droite indiquerait une fonction
logarithmique. Graphiques ge´ne´re´es par sagemath (www.sagemath.org).











Figure 2.11 – Forme de vague re´gulie`re apparaissant sur la queue des
points fixes. En tant que suite de diffe´rences de hauteur, une vague est
un motif pp ¨ p´ 1 ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q.
O(logN) Θ(√N)
Figure 2.12 – Illustratin du The´ore`me 2.11 de´crivant le point fixe du
mode`le de pile de sable Kadanoff en fonction du nombre N de grains,
pour un parame`tre p fixe´. A` partir d’une colonne n en Oplog Nq, le point
fixe est constitue´ d’une re´pe´tition de vagues.
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Nous tenterons dans le chapitre 4 d’exploiter cette re´gularite´ des ava-
lanches, prouve´e pour p “ 2. Nous construirons, pour une colonne n, un
mot de´crivant le passage de tous les grains (au cours des N premie`res
avalanches) au dessus de cette colonne n. Ce mot contiendra ainsi l’infor-
mation ne´cessaire a` la reconstitution du point fixe pour les colonnes a` la
droite de n. L’ide´e sera ensuite d’e´tudier la dynamique de ces mots pour
les valeurs n, n` 1, n` 2, . . . et de montrer une convergence exponentiel-
lement rapide en N vers des mots re´guliers, qui a` leur tour impliquent
la forme de vague. Nous verrons que cette technique est encore une fois
concluante pour p “ 2, ce qui prouvera le The´ore`me 2.11 pour le plus
petit parame`tre qui diffe´rencie les mode`les SPM et KSPM, et nous discu-
terons des difficulte´s a` ge´ne´raliser ces raisonnements a` tout parame`tre p
du mode`le. [PR11b ; PR13].
Une seconde approche, concluante pour tout p, sera expose´e dans le
chapitre 5. Cette me´thode e´tudiera une ! dynamique interne " des points
fixes, dans le sens ou`, pour un p fixe´, nous construirons un syste`mes
dynamique discret tel que l’orbite d’un point choisi en fonction de N
de´crive le point fixe pipNq de la gauche vers la droite. Nous montrerons
que cette orbite converge exponentiellement vite vers un ensemble de
points re´guliers, desquels nous de´duirons l’e´mergence de vagues sur les
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Il existe au moins deux proce´dures pour calculer un point fixe dumode`le de pile de sable Kadanoff pour un parame`tre p et N grains.
Le premier moyen, direct, consiste a` partir de N grains empile´s en co-
lonne initiale, puis a` appliquer la re`gle d’ite´ration jusqu’a` obtenir une
configuration stable. La varie´te´ des possibilite´s est a` la fois un atout,
car elle laisse le choix de la suite de transitions que nous e´tudions pour
atteindre le point fixe, et une difficulte´, car il est ne´cessaire d’avoir une
ide´e du chemin a` emprunter et des re´gularite´s qui y e´mergent. Le second
moyen, auquel ce chapitre est de´die´, proce`de par induction et consiste, a`
partir d’une configuration vide, a` ajouter un a` un les N grains sur la co-
lonne initiale. Dans cette seconde me´thode, la pile de sable grossit petit
a` petit, et apre`s chaque ajout de grain nous appliquons la re`gle jusqu’a`
obtenir de nouveau une configuration stable. Nous appellerons le pro-
cessus d’e´boulement qui suit l’ajout d’un grain une avalanche. L’ajout de
certains grains ne provoque aucune avalanche, alors que l’ajout d’autres
grains provoque une avalanche qui s’e´tend sur l’ensemble de la configu-
65
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ration. L’ide´e est d’e´tudier l’e´mergence de re´gularite´s sur la structure des
avalanches, ve´rifie´es a` partir d’une colonne logarithmique en le nombre
de grains, telles que ces re´gularite´s puissent servir de base a` l’explication
de la cre´ation et du maintien des vagues sur les points fixes.
Nous de´buterons ce chapitre en expliquant dans la partie 3.1 pour-
quoi l’ajout d’un grain au point fixe pipk´ 1q suivi du processus de sta-
bilisation me`ne bien au point fixe pipkq, ce qui nous autorisera a` calculer
les points fixes de fac¸on inductive. Nous de´finirons ainsi formellement
les avalanches. Dans la partie 3.2, nous verrons que les avalanches suivent
une se´quence d’e´boulements quasi-line´aire de la gauche vers la droite,
et si une proprie´te´ que nous appellerons ple´nitude est ve´rifie´e alors nous
en proposeront une description simple, par l’identification de colonnes
structurant ce processus, que nous appellerons des pics. Cette description
a` priori, c’est-a`-dire dont nous pourrons obtenir le re´sultat sans effectuer
tous les e´boulements de l’avalanche, sera le principal re´sultat que nous
exploiterons dans le chapitre suivant. Les premie`res conse´quences de
la ple´nitude des avalanches seront pre´sente´es dans la partie 3.3. Nous
observerons ainsi que cette proprie´te´ implique une forte invariabilite´
des points fixes. Une e´tude pre´cise de l’e´mergence de la proprie´te´ de
ple´nitude pour p “ 2 conclura ce chapitre.
Nous conside´rons un parame`tre p fixe´.
3.1 Construction inductive des points fixes
Dans le but de calculer pipNq, la proce´dure basique consiste a` par-
tir de la configuration initiale pN, 0ωq et appliquer la re`gle d’ite´ration
jusqu’a` obtenir une configuration stable. Ne´anmoins, il est e´galement
possible de construire pipNq de fac¸on inductive. En partant de la confi-
guration vide p0ωq, ajouter un grain sur la colonne 0 et appliquer la re`gle
tant que possible me`ne a` pip1q ; ajouter un nouveau grain sur la colonne
0 et appliquer la re`gle tant que possible me`ne a` pip2q, etc. . . et re´pe´ter
cette proce´dure N fois me`ne a` pipNq.
3.1.1 Relation de re´currence
Formellement, soit b une configuration, nous de´noterons bÓ0 la confi-
guration obtenue a` partir de b en ajoutant un grain sur la colonne 0. En
d’autres termes, si b “ pb0, b1, . . . q alors bÓ0 “ pb0 ` 1, b1, . . . q. La correc-
tion de la proce´dure de´crite ci-dessus repose sur l’observation suivante,
si b Ñ b1
alors bÓ0 Ñ b1 Ó0
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car l’ajout d’un grain supple´mentaire en colonne 0 n’empeˆche aucun
e´boulement de se produire, et donc par induction,
si b Ñ˚ b1
alors bÓ0 Ñ˚ b1 Ó0.
En appliquant cette formule pour b “ pk´ 1, 0ωq et b1 “ pipk´ 1q, nous
obtenons
pk, 0ωq Ñ˚ pipk´ 1qÓ0.
La Proposition 2.4 e´tablie l’unicite´ du point fixe atteignable depuis pk, 0ωq,
par conse´quent pipk´ 1qÓ0 atteindra e´galement ce point fixe et nous ob-
tenons la relation de re´currence suivante (figure 3.1),
pipkq “ pippipk´ 1qÓ0q.
Avec la condition initiale pip0q “ p0ωq, cette formule nous autorise a`











Figure 3.1 – Proce´dure inductive pour calculer les points fixes. A` partir
de pipk´ 2q, ajouter un grain donne pipk´ 2qÓ0 qui est atteignable depuis
pk ´ 1, 0ωq, donc le processus de stabilisation me`ne a` pipk ´ 1q. Ensuite,
ajouter un grain donne pipk´ 1qÓ0 qui est atteignable depuis pk, 0ωq, et le
processus de stabilisation me`ne a` pipkq.
remarque sur la re´cursivite´ des treillis La relation e´tablie par l’a-
jout d’un grain, pk, 0ωq Ñ˚ pipk´ 1qÓ0, s’e´tend pour les meˆmes raisons a`
toute configuration atteignable depuis pk´ 1, 0ωq,
pour tout b tel que pk´ 1, 0ωq Ñ˚ b nous avons pk, 0ωq Ñ˚ bÓ0.
Ainsi, si nous e´tendons e´galement la de´finition de l’ope´rateur Ó0 aux
ensembles de configurations B,
BÓ0 “
!
bÓ0 : b P B
)








Figure 3.2 – Illustration de la relation KSPMpp, k´ 1qÓ0 Ď KSPMpp, kq.
alors les ensembles de configurations atteignables depuis pN ´ 1, 0ωq et
pN, 0ωq sont relie´s par
KSPMpp, N ´ 1qÓ0 Ď KSPMpp, Nq.
Le treillis KSPMpp, Nq contient ainsi re´cursivement tous les treillis
KSPMpp, kq pour k ď N, comme pre´sente´ sur la figure 3.2.
3.1.2 Strate´gies et avalanches
Nous appellerons avalanche la suite de transitions menant de pipk ´
1qÓ0 a` pipkq. Cependant, le mode`le e´tant non-de´terministe, une telle suite
n’est pas unique. Nous de´signerons donc une suite de transitions —une
strate´gie— particulie`re menant de pipk´ 1qÓ0 a` pipkq, qui nous semble la
plus naturelle et la plus simple, par le terme kie`me avalanche .
strate´gies Une strate´gie est une se´quence d’indices s “ ps1, . . . , sTq. b1
est atteignable depuis b par la strate´gie s si b s1Ñ b2 s2Ñ . . . sTÑ b1, et nous
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noterons b sÑ b1. L’indice de la se´quence s est ainsi interpre´te´ comme le
temps, et nous dirons pour tout entier t P J1 ; TK, que la colonne st est
tire´e au temps t dans s.
Pour toute strate´gie s et toute colonne i, nous de´noterons le nombre
d’e´boulements de la colonne i dans la strate´gie s par |s|i “ |tt : st “ iu|.
Soient s1 et s2 deux strate´gies telles que b s
1Ñ b1 et b s2Ñ b2, alors si s1 et
s2 e´boulent autant de fois chaque colonne, nous avons b1 “ b2. En effet,
nous pouvons remarquer qu’inverser l’ordre dans lequel sont effectue´s
deux e´boulements conse´cutifs —appelons cette ope´ration un flip— ne
change pas la configuration obtenue (proprie´te´ du diamant, partie 2.2.3
du chapitre 2). Ensuite, si s et s1 tirent autant de fois chaque colonne,
alors il est possible de joindre s1 et s par des ope´rations de flip (par
exemple, en effectuant des tris bulles sur s et sur s1). Nous avons donc
l’e´quivalence : ` @ i : |s1|i “ |s2|i ˘ ðñ b1 “ b2.
Pour deux configurations b et b1, il est ainsi possible que plusieurs
strate´gies permettent d’atteindre b1 depuis b. Une strate´gie s telle que
b sÑ b1 sera appele´e d’extreˆme gauche si c’est la strate´gie minimale de b
a` b1 selon l’ordre lexicographique. Une strate´gie d’extreˆme gauche est
donc telle qu’a` chaque ite´ration, la transition est effectue´e sur la colonne
la plus a` gauche possible.
avalanches Nous de´finissons la kie`me avalanche sk comme la strate´gie
d’extreˆme gauche de pipk´1qÓ0 a` pipkq. Dans le but d’e´tudier la forme des
points fixes, nous commencerons donc par e´tudier les avalanches. Infor-
mellement, nous souhaitons de´crire la se´quence d’e´boulements de´clen-
che´e par l’ajout d’un grain sur une configuration stabilise´e. Pour p “ 1,
c’est-a`-dire pour le mode`le de pile de sable SPM, cette description est
directe : le grain ajoute´ descend sur la droite de la configuration jusqu’a`
atteindre une position stable, sur deux colonnes conse´cutives de meˆme
hauteur. En revanche, pour p ą 1, la situation n’est plus aussi simple a`
de´crire. Un exemple d’avalanche est propose´ en figure 3.3
La Proposition suivante, qui indique que chaque colonne est tire´e au
plus une fois au cours d’une avalanche, nous permettra de simplifier les
notations utilise´e dans le reste de l’expose´.
Proposition 3.1. Pour toute strate´gie s telle que pipNqÓ0 sÑ pipN ` 1q, toute
colonne i P N ve´rifie |s|i P t0, 1u.
De´monstration. Soit s “ ps1, . . . , sTq une strate´gie telle que pipNqÓ0 sÑ
pipN ` 1q. Nous allons prouver que pour tous indices l et m tels que
1 ď l ă m ď T, nous avons bien sl ‰ sm, ce qui implique le re´sultat (par
de´finition |s|i ě 0 pour tout i). Pour cela nous montrons par induction
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0 2 1 4 3
pi(24)↓0 pi(25)
Figure 3.3 – Exemple d’avalanche pour p “ 2 : a` partir du point fixe
pip24q, nous ajoutons un grain sur la colonne 0 (grise´ sur la configuration
de gauche), puis appliquons la re`gle d’e´volution jusqu’a` atteindre pip25q.
Les fle`ches sont e´tiquete´es par la colonne tire´e, qui est a` chaque e´tape la
colonne instable la plus a` gauche.
sur t ď T que pour 1 ď l ă m ď t, nous avons bien sl ‰ sm. Le cas de
base t “ 1 est vrai.
Supposons que l’hypothe`se d’induction est satisfaite pour un entier
t tel que t ă T, et soit i une colonne pre´ce´demment tire´e, c’est-a`-dire
telle qu’il existe un entier l tel que i “ sl . Nous notons b la configuration
obtenue au temps t, pipNqÓ0 s1Ñ . . . stÑ b. Nous montrons maintenant que
st`1 ‰ i car la colonne i est stable dans b.
Les e´boulements susceptibles de modifier la pente de la configuration
b a` l’indice i sont aux indices (e´quations 2.1 du chapitre 2) :
i´ p, qui augmente cette valeur de 1 unite´ ;
i, qui diminue cette valeur de p` 1 unite´s ;
i` 1, qui augmente cette valeur de p unite´s.
Par hypothe`se d’induction, i a e´te´ tire´ et tout autre colonne a e´te´ tire´e
au plus une fois, donc bi ď pipNqÓ0i ´ pp` 1q ` 1` p. Ensuite, pipNq est
une configuration stable, donc pipNqi ď p.
Si i ą 0, nous avons bien bi ď pipNqÓ0i ´ pp` 1q ` 1` p “ pipNqÓ0i “
pipNqi ď p.
Si i “ 0, alors la colonne i´ p ne peut pas eˆtre tire´e, et nous avons
donc b0 ď pipNqÓ00 ´ pp ` 1q ` p “ pipNqÓ00 ´ 1 “ pipNq0 ď p, car
l’ajout d’un grain sur la colonne 0 est compense´ par l’impossibilite´
de recevoir une unite´ de pente.
Dans tous les cas, l’indice i est stable dans la configuration b, donc
st`1 ‰ i.
Lorsque nous parlons de l’e´boulement d’un indice i dans une ava-
lanche s, la Proposition 3.1 nous autorise a` ne conside´rer que les deux
cas i P s et i R s, puisque chaque colonne est tire´e au plus une fois.
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3.2 Quasi-linearite´ des avalanches
Dans cette partie, nous commencerons par remarquer que les ava-
lanches suivent un processus quasi-line´aire et local, et nous de´crirons
en termes simples leur de´roulement. Nous verrons alors qu’a` partir du
moment ou` une certaine condition est ve´rifie´e, il est possible de pre´voir
ce processus tre`s simplement, ce qui nous permettra de connaıˆtre en
grande partie le re´sultat de l’avalanche sans avoir a` effectuer tous les
e´boulements un a` un. La partie qui suit s’inte´ressera alors a savoir a`
partir de quand cette condition est ve´rifie´e.
3.2.1 Pics et cols
Le de´roulement des avalanches est forme´ par la re´pe´tition (non-ne´ces-
sairement alterne´e) de deux me´canismes de base :
1. e´bouler un indice plus grand que tous ceux tire´s jusque la` ;
2. e´bouler la colonne voisine gauche de la dernie`re colonne e´boule´e.
De´finissons deux termes pour de´crire ces comportements, puis de´-
montrons cette observation. Soit s “ ps1, . . . , sTq une avalanche.
Nous appellerons pic de l’avalanche s une colonne qui a fait progres-
ser l’avalanche au temps ou elle a e´te´ tire´e,
st est un pic ðñ st ą max sJ1 ; tJ.
Nous conside´rerons la colonne 0 comme le premier pic de toute ava-
lanche non vide (s1 “ 0), et alors la colonne p sera ne´cessairement le
second pic de toute avalanche telle que T ě 2, car aucune autre colonne
ne peut devenir instable par l’e´boulement de 0 (s2 “ p).
Remarquons que deux pics q et q1 peuvent eˆtre compare´s selon l’ordre
chronologique (ăT) ou spatial (ăS). Ne´anmoins, par de´finition des pics,
nous avons e´videmment q ăT q ðñ p ăS q, donc nous utiliserons les
termes plus grand que (ą) et plus petit que (ă) sans ambiguite´.
Par opposition, nous appellerons col de l’avalanche s une colonne qui
est e´boule´e imme´diatement apre`s sa voisine de droite,
st`1 est un col ðñ st`1 “ st ´ 1.
Alors, intuitivement, le troisie`me indice e´boule´ par une avalanche peut
eˆtre 2 p (un pic), ou p´ 1 (un col), mais toutes les autres colonnes sont
toujours stables car elles n’ont rec¸u aucune unite´ de pente.
Lemme 3.2. Toute avalanche sk est constitue´e d’une concate´nation de pics et
de cols.
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De´monstration. Soit une avalanche s “ ps1, . . . , sTq, montrons par induc-
tion sur t que st est soit un pic, soit un col. Pour t “ 1, la premie`re
colonne tire´e est ne´cessairement 0 car c’est la seule colonne qui puisse
devenir instable par l’ajout d’un grain sur la colonne 0 ; et nous pren-
drons la convention 0 ą maxH.
Supposons le re´sultat vrai au temps t. Pour le temps t ` 1, notons
que l’e´galite´ de st`1 et st est impossible d’apre`s le Lemme 3.1, et posons
st´j avec j ě 0 le plus grand pic avant le temps t ` 1. Par hypothe`se
d’induction, les colonnes st a` st´j ´ 1 sont donc des cols.
Si st`1 ą st, montrons que st`1 est un pic. Par induction sur i allant
de 0 a` j´ 1, nous avons st`1 ą st ` i car st ` i a de´ja` e´te´ tire´e par
hypothe`se et il n’est pas possible de tirer deux fois une colonne
(Lemme 3.1). Nous de´duisons de cette induction que st`1 ě st´j, et
par le meˆme argument (Lemme 3.1) que st`1 est plus grande que
le dernier pic pre´ce´dent (st´j), et est donc elle-meˆme un pic.
Si st`1 ă st, montrons que st`1 est un col. Par l’absurde, si ce n’est
pas le cas, c’est-a`-dire si st`1 ă st ´ 1, alors, puisque l’e´boulement
de st ´ 1 ne change pas la pente a` l’indice st`1, celui-ci e´tait de´ja`
instable au temps t, ce qui contredit que l’avalanche soit d’extreˆme
gauche : au temps t l’avalanche a tire´ st alors que st`1 e´tait instable
et st`1 ă st.
traine´e D’apre`s le Lemme 3.2, une avalanche est une concate´nation de
pics et de cols. Dans la plupart des cas, nous observons un pic suivi d’une
se´quence de cols (contigus par de´finition), puis un nouveau pic suivi
d’une se´quence de cols, et ainsi de suite. Pour un pic q, nous appellerons
la traine´e de q la se´quence de colonnes forme´e de lui-meˆme et la se´quence
des cols qui s’e´boulement a` sa suite. Formellement, soit s “ ps1, . . . , sTq
une avalanche et q un pic tel que q “ st, alors la traine´e de q, de´note´e xq
est de´finie inductivement par,#
q P xq
si st`1 est un col et st P xq alors st`1 est rajoute´e a` la suite de xq .
Nous pouvons tirer le Corollaire suivant du Lemme 3.2.
Corollaire 3.3. Une avalanche est une strate´gie forme´e par une concate´nation
de traine´es, qui sont ordonne´es, et ne s’intersectent pas.
De´monstration. Les traine´es ne s’intersectent pas pas le Lemme 3.1, et
sont ordonne´es, c’est-a`-dire que les colonnes de chaque traine´e sont
toutes plus grandes que celles des traine´es pre´ce´dentes dans la strate´gie,
par de´finition des pics.
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Figure 3.4 – Sur ce diagramme, la ligne noire indique l’ordre dans lequel
les colonnes sont e´boule´es (une colonne est repre´sente´e par une case).
Les pics font bondir la ligne pour e´bouler une colonne sur la droite, et les
traine´es (un pic et sa se´quence de cols) forment des lignes horizontales
allant de la droite vers la gauche.
Ce Corollaire est sche´matise´ sur la figure 3.4.
Nous remarquons ainsi la quasi-line´arite´ des avalanches, qui proce`dent
de la gauche vers la droite par bonds successifs. La partie qui suit s’inte´-
resse a` la longueur maximale des sauts vers la droite, mesure´e par la
distance entre deux pics successifs.
Remarque 3.4. Nous pouvons associer a` un pic q un temps t qui corres-
pond au temps auquel est tire´ la dernie`re colonne de sa traıˆne´e, et que
nous appellerons terminus. Pour une avalanche s, un pic q et sa traine´exq , le terminus de q est le temps tq tel que
tq “ maxtt : st P xq u “ arg min
t
tst : st P xq u
par de´finition des cols. Ainsi, toutes les colonnes qui sont tire´es avant le
temps terminus tq sont a` la gauche de q, et toutes les colonnes qui sont
tire´es apre`s le temps tq sont a` la droite de q.
3.2.2 Localite´ des avalanches
Nous pouvons raffiner la description des avalanches, en conside´rant
un aspect local de ces strate´gies.
Lemme 3.5. Soit sk la kie`me avalanche.
q ą 0 est un pic de sk ñ
#
pipk´ 1qq “ p
il existe un pic pre´ce´dent q1 ve´rifiant q´ q1 ď p
Informellement, ce re´sultat indique que les avalanches sont des pro-
cessus locaux : a` un temps t, la prochaine colonne tire´e ne peut pas
eˆtre a` distance —ni sur la droite, ni sur la gauche par le Corollaire
3.3— supe´rieure a` p de la colonne pre´ce´demment tire´e la plus a` droite,
max sJ1 ; tK. Imaginons, durant une avalanche, suivre le processus avec
une feneˆtre de taille 2 p` 1 centre´e sur la colonne tire´e la plus a` droite,
le Lemme 3.5 affirme que nous verrons tous les e´boulements effectue´s
par cette avalanche.
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De´monstration. Soit t tel que q “ skt . Par de´finition q1 “ max sJ1 ; tJ est un
col. Montrons que les deux conclusions sont bien ve´rifie´es.
Par de´finition des pics, au temps t la colonne q ne peut avoir rec¸u
des unite´s de pente que de colonnes a` sa gauche. C’est-a`-dire, au
plus une unite´ de pente (Lemme 3.1) de la part de la colonne q´ p
(d’apre`s la re`gle d’ite´ration), donc pipk´ 1qq ` 1 ą p (est instable).
Or initialement pipk´ 1q est un point fixe, donc pipk´ 1qq ď p (est
stable), et nous concluons que pipk´ 1qq “ p.
Par ce qui pre´ce`de, puisque pipk´ 1qq est stable, nous avons ne´ces-
sairement que la colonne q´ p a e´te´ tire´e pour de´stabiliser la co-
lonne q, c’est-a`-dire q ´ p P sJ1 ; tJ. Nous avons alors
q´ p ď max sJ1 ; tJ “ q1, ce qui permet de conclure.
Notons que la re´ciproque du Lemme 3.5 est fausse. Par exemple le
point fixe pour p “ 2 et N “ 34 grains est pip34q “ p2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 0ωq, et
la 35ie`me avalanche e´boule la colonne 2 avant la colonne 1, donc 1 n’est
pas un pic.
3.2.3 Description a` priori des avalanches
Nous allons maintenant nous inte´resser a` une condition qui, a` partir
du moment ou` elle est ve´rifie´e, permet une description a` priori des ava-
lanches, dans le sens ou` nous identifions les pics et les cols de l’avalanche
sk simplement a` partir de conditions sur les valeurs de pipk´ 1q.
D’apre`s le Lemme 3.5, un pic q est une colonne qui a initialement
une pente de valeur p. Intuitivement, ce qui rend l’identification des pics
difficile est de savoir si une colonne qui posse`de une pente p va ou non
recevoir une unite´ de pente depuis la colonne a` distance p sur sa gauche,
d’indice q´ p.
Cependant, lorsque p colonnes conse´cutives sont tire´es, alors toutes
les p colonnes suivantes rec¸oivent une unite´ de pente, donc toutes celles
qui avaient une valeur p seront instables, et puisque l’avalanche est
d’extreˆme gauche elle les e´boulera de la gauche vers la droite, et ce seront
toutes effectivement des pics. C’est l’ide´e qui est suivie dans la preuve
du The´ore`me suivant, avec pour hypothe`se d’induction que nous avons
a` tout moment ces p colonnes conse´cutives tire´es.
The´ore`me 3.6. Soit sk la kie`me avalanche, et supposons qu’il existe une colonne
l telle que Jl ; l` p´ 1K Ď sk. Alors il existe un pic q0 parmi Jl ; l` p´ 1K, et
1. q ě l ` p est un pic de sk si et seulement si#
pipk´ 1qq “ p
il existe un pic plus petit q1 ve´rifiant q´ q1 ď p
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2. Pour toute colonne i ě l ` p entre deux pics, i est un col.
Une repre´sentation graphique du The´ore`me 3.6 est donne´e en figure
3.5.
l
Figure 3.5 – Illustration du The´ore`me, pour p “ 5. En haut : Les colonnes
encadre´es, l a` l ` p ´ 1, sont suppose´es tire´es ; la colonne noire est le
plus grand pic strictement infe´rieur a` l ` p ; une colonne q est grise si et
seulement si pipk´1qq “ p ; les fle`ches de´crivent l’ordre dans lequel l’ava-
lanche effectue les e´boulements. En bas : repre´sentation sche´matique de
l’avalanche.
De´monstration. Par localite´ des avalanches (Lemme 3.5), il existe au moins
un pic q0 parmi Jl ; l ` p´ 1K, car dans le cas contraire il n’est pas pos-
sible d’e´bouler la colonne l ` p´ 1.
Le Lemme 3.5 nous donne que les conditions e´nonce´es sur les pics
sont ne´cessaires, il reste a` montrer qu’elles sont suffisantes et que toutes
les colonnes entre deux pics sont e´boule´es, ce qui conclura la preuve. Si
max sk “ l ` p´ 1, alors le The´ore`me est vrai. Dans le cas contraire, il y
a un au moins un pic d’indice supe´rieur ou e´gal a` l ` p.
Nous allons donc montrer que toutes les colonnes sont tire´es entre
deux pics, et que chaque nouveau pic tire´ est le plus petit qui ve´rifie les
conditions e´nonce´es, ce qui permet de conclure car toutes les colonnes
qui ve´rifient ces conditions seront des pics. Nous allons proce´der par
induction sur le temps, avec une hypothe`se qui sera ve´rifie´es pour tous
les temps de terminus d’un pic. Nous commenc¸ons par pre´senter le cas
de base qui utilise l’hypothe`se de l’e´nonce´ selon laquelle nous avons p
colonnes conse´cutives tire´es, et cela nous me`nera a` la formulation de
l’hypothe`se d’induction.
Soit q0 le plus grand pic parmi Jl ; l ` p ´ 1K (le carre´ noir sur la
figure 3.5), avec t0 tel que skt0 “ q0. Nous conside´rons deux cas, dont l’un
est traite´ par l’hypothe`se d’induction a` venir.
Le cas q0 “ l ` p´ 1 est traite´ par le cas ge´ne´ral qui suit.
Si q0 ă l ` p´ 1, alors il existe un pic q1 ě l ` p, sinon la colonne
l ` p ´ 1 n’est pas tire´e. Soit t1 tel que skt1 “ q1. Par la remarque
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3.4, au temps t1 ´ 1 (temps terminus de q0) les colonnes l a` q0 sont
tire´es, ce qui augmente de une unite´ la pente de chacune des co-
lonnes l ` p a` q0 ` p.
l q0 l+p q0+p
+1 +1 +1 +1 +1
Montrons que le pic suivant est bien le plus petit ve´rifiant les
conditions de l’e´nonce´, c’est-a`-dire q “ minti : l ` p ď i ď q0 `
p et pipk´ 1qi “ pu. En effet, par maximalite´ de q0 et puisque l’ava-
lanche est d’extreˆme gauche, au temps t1´ 1 la plus petite colonne
instable est q, donc q1 “ q est un pic. Ensuite, l ` p ´ 1 est tire´e
mais n’est pas un pic, donc par le Lemme 3.2 c’est un col. Il est
ainsi ne´cessaire que l ` p` 1 soit tire´e, qui n’est pas un pic, donc
un col, et a elle-meˆme besoin que l ` p` 2 soit tire´e, etc. . . jusque
q1 ´ 1 qui est tire´e a` la suite de q1, et par conse´quent toutes les
colonnes de l ` p a` q1 ´ 1 sont des cols. Nous arrivons au temps
terminus de q1, avec toutes les colonnes de q1 ´ p` 1 a` q1 qui sont
tire´es.
Dans le cas ge´ne´ral, nous partons de l’hypothe`se suivante, ve´rifie´e au
temps terminus de q1 (ou au temps terminus de q0 si q0 “ l ` p´ 1).
Hypothe`se d’induction :
Soit t le temps terminus du dernier pic tire´ q,#
pour tout i P Jq´ p` 1 ; qK : i P skJ1 ; tK
et pour tout i ą q : i R skJ1 ; tK
Ce qui signifie qu’au temps terminus de q, les p colonnes pre´ce´dent
q ont e´te´ tire´es, et aucune a` la droite de q. Partons de cette hypothe`se, et
conside´rons : soit un nouveau pic jusqu’a` son temps terminus, auquel car
l’hypothe`se d’induction sera a` nouveau ve´rifie´e et l’e´nonce´ du The´ore`me
respecte´ ; soit la fin de l’avalanche qui conclut la de´monstration.
Soit q1 “ minti ą q : pipk´ 1qi “ pu notre pic candidat, car la colonne
tire´e au temps t ` 1 est un pic (par les Lemmes 3.1 et 3.5, il n’est pas
possible de tirer une colonne a` la gauche de q car cette colonne doit eˆtre
a` la gauche de q ´ p, qui est trop e´loigne´e de q). D’apre`s l’hypothe`se
d’induction, toutes les colonnes entre q` 1 et q` p ne sont pas encore
tire´es, et ont chacune rec¸u exactement une unite´ de pente (de la part des
colonnes Jq´ p` 1 ; qK).
Si q1 ´ q ą p, alors l’avalanche termine par contrapose´e du Lemme
3.5.
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Si q1 ´ q ď p, alors au temps t` 1,
q1 est instable ;
toutes les colonnes entre q et q1 sont stables par minimalite´ de q1.
Donc q1 “ skt`1 est un pic, car les avalanches sont d’extreˆme gauche
(partie 1 de l’e´nonce´). L’e´boulement de q1 donne p unite´s de pente a`
q1´ 1 qui devient instable (q1´ 1 avait de´ja` rec¸u une unite´ de pente
lors de l’e´boulement de q1 ´ p´ 1 P Jq´ p` 1 ; qK) et s’e´boule, ce
qui donne p unite´s de pente a` q1´2 qui devient instable et s’e´boule,
etc. . . jusqu’a` l’e´boulement de q` 1 qui intervient au temps termi-
nus de q1 (partie 2 de l’e´nonce´). L’hypothe`se d’induction est alors
ve´rifie´e pour q1 et son temps terminus t1.
D’apre`s le The´ore`me 3.6, l’avalanche au dela` de l’indice l ` p est
entie`rement de´termine´e par l’ensemble des pics qu’elle contient : le plus
petit prochain pic est e´boule´, suivi de toutes les colonnes qui le se´parent
du pic pre´ce´dent (des cols), puis le plus petit prochain pic est e´boule´,
suivi de toutes les colonnes qui le se´parent du pic pre´ce´dent, et ainsi de
suite 1. De plus, a` partir du pic q0 dans Jl ; l` p´ 1K, l’identification des
pics est tre`s simples : pour un dernier pic q1, le pic suivant est la colonne
q de plus petit indice ve´rifiant pipk´ 1qq “ p et q´ q1 ď p. Si il n’existe
pas de tel q, l’avalanche s’arreˆte.
3.3 Ple´nitude des avalanches et invariabilite´ des points fixes
E´claire´s par le The´ore`me 3.6, nous pouvons distinguer deux mouve-
ments au cours d’une avalanche, se´pare´s par l’e´boulement de p colonnes
conse´cutives : l, l ` 1, . . . , l ` p ´ 1. Avant cet indice l le comportement
semble difficilement pre´visible sans effectuer tous les e´boulements. A`
partir de l’indice l, en revanche, l’avalanche avance de pic en pic, et a`
chaque pic tire´, le ! trou " le se´parant du pic pre´ce´dent est ! bouche´ "
avant que l’avalanche ne continue sa progression.
La colonne l de´pend du parame`tre p et du nombre de grains N,
et nous nous inte´ressons maintenant a` e´valuer cette de´pendance. Pour
montrer l’e´mergence de motifs re´guliers sur les points fixes, notre but
sera ainsi de prouver l’e´mergence exponentiellement rapide de re´gul-
arite´s sur les avalanches, puis d’exploiter ces re´gularite´s pour en de´duire
l’e´mergence des formes de vague observe´es. Ce dernier point sera de´ve-
loppe´ dans le chapitre 4, concentrons pour l’instant sur la de´pendance
au nombre de grains N de l’indice l, toujours pour un parame`tre p fixe´.
1. Nous utilisons le terme boule de neige pour de´signer une avalanche qui suit ce
processus.
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3.3.1 Ple´nitude des avalanches
Une avalanche qui ne tire pas p colonnes conse´cutives comporte ce
que nous appellerons des trous. Un trou dans la kie`me avalanche sk est une
colonne non tire´e dans sk telle qu’au moins une des colonnes qui sont a`
sa droite est tire´e. Nous dirons que la kie`me avalanche sk est pleine a` partir
de l si elle ne comporte aucun trou d’indice supe´rieur ou e´gal a` l :
sk est pleine a` partir de l ðñ Dm tel que
#
pour tout i, l ď i ď m : i P sk
pour tout i, m ă i : i R sk
ou` m est compris comme la colonne la plus a` droite de l’avalanche. Nous
de´duisons le Corollaire suivant de la seconde partie du The´ore`me 3.6.
Corollaire 3.7. Dans une avalanche s, si une colonne l ve´rifie Jl ; l` p´ 1K Ď
s, alors s est pleine a` partir de l.
Pour exploiter la proprie´te´ de ple´nitude des avalanches et en de´duire
des re´gularite´s sur les points fixes, l’ide´e que nous suivrons est de proce´-
der par induction sur les avalanches. Nous reque´rons donc naturelle-
ment la ple´nitude de toutes les avalanches a` partir d’une certaine co-
lonne. La colonne de ple´nitude globale, Lpp, Nq, sera ainsi de´finie comme
l’indice minimal tel que les N premie`res avalanches soient pleines a` par-
tir de Lpp, Nq. Lorsque p et N seront fixe´s, nous de´noterons parfois sim-
plement cet indice par L. La colonne de ple´nitude globale est formelle-
ment de´finie comme suit.
Definition 3.8. L1pp, kq est la colonne minimale telle que la kie`me ava-
lanche soit pleine a` partir de L1pp, kq,
L1pp, kq “ min
#
l | D m : @ i P Jl ; mK , i P sk@ i P Km ; 8J , i R sk
+
.
La colonne de ple´nitude globale, Lpp, Nq, est ainsi de´finie par,
Lpp, Nq “ max  L1pp, kq | k ď N(.
Cette de´finition est illustre´e sur la figure 3.6. Expe´rimentalement,
la colonne de ple´nitude globale semble eˆtre ! petite ", de sorte que le
The´ore`me 3.6 de´crive une large partie de l’avalanche. Il est difficile
d’avoir une intuition claire sur cette observation, et les arguments qua-
litatifs du type ! moins il y a de trou a` une position, moins il y aura
de trou sur la droite, parce que plus de colonnes donnent une unite´ de
pente vers la droite, et les colonnes qui rec¸oivent cette unite´ s’e´bouleront
lorsque leur voisine de droite s’e´boulera en leur donnant p unite´s de
diffe´rence de hauteur " semblent peu concluants. Certes, d’un coˆte´ une














































Figure 3.6 – Colonne de ple´nitude globale pour p “ 2. Une avalanche
est repre´sente´e par ligne, les avalanches vides (qui n’e´boulent aucune
colonne) sont ignore´es. Un carre´ gris indique une colonne tire´e, par
exemple la 54ie`me avalanche a tire´ les colonnes 0 et 2. La ligne noire
illustre la colonne de ple´nitude globale Lp2, Nq, et la ligne pointille´e
repre´sente la colonne non-vide maximale (la taille du support). Cette
ligne pointille´e est deux colonnes au devant de la colonne tire´e la plus a`
droite car l’application de la re`gle de´place deux grains vers la droite. Le
Lemme 3.11 montre que la fonction Lp2, Nq est en Oplog Nq.
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colonne i qui s’e´boule a de grandes chances d’entraıˆner l’e´boulement
de la colonne i ´ 1, mais d’un autre coˆte´, tant que nous n’avons pas p
colonnes conse´cutives tire´es, quoi qu’il se soit passe´ jusque la` dans le
de´roulement de l’avalanche il est possible d’observer jusqu’a` p´ 1 trous
conse´cutifs. Une e´tude concluante pour p “ 2 sera pre´sente´e dans la
partie 3.3.3.
Remarque 3.9. Pour tout parame`tre p ą 1, l’avalanche spp`1q2 comporte
un trou sur la colonne 1. Ainsi, Lpp, Nq ą 0 pour N ě pp` 1q2. En nous
inte´ressant a` la quasi-line´arite´ des avalanches de´crite par le The´ore`me 3.6
et a` ses implications, nous nous permettrons ainsi bien souvent d’ignorer
le cas particulier de la colonne 0, qui rec¸oit un grain supple´mentaire pour
de´clencher l’avalanche.
3.3.2 Invariabilite´ des points fixes
Cette partie pre´sente une remarque directe lie´e aux conse´quences de
la ple´nitude d’une avalanche sur la forme des points fixes : sur les co-
lonnes d’un point fixe ou` l’avalanche est pleine, les valeurs de pente ne
sont pas modifie´es par le passage de l’avalanche, excepte´ sur quelques
colonnes a` chaque extre´mite´.
Proposition 3.10. Soit sk la kie`me avalanche.
1. Pour toute colonne i P JLpp, kq ` p ; max skJ Ť K max sk ` p ; 8J :
pipkqi “ pipk´ 1qi.
2. pipkqmax sk “ 0.
3. De plus, si Lpp, Nq ` p ď max sk, alors
pour toute colonne j P K max sk ; max sk ` pK : pipkqi “ pipk´ 1qi ` 1.
De´monstration. D’apre`s la re`gle d’ite´ration du mode`le (e´quations 2.1 du
chapitre 2), la diffe´rence de hauteur d’une colonne i est modifie´e seule-
ment si l’une des colonnes i´ p, i, ou i` 1 est tire´e. Toutefois, si ces trois
colonnes sont tire´es, alors la colonne i
rec¸oit 1 unite´ par l’e´boulement de i´ p ;
perd p` 1 unite´s par l’e´boulement de i ;
rec¸oit p unite´s par l’e´boulement de i` 1.
Ainsi, sa diffe´rence de hauteur est inchange´e. Par de´finition de Lpp, Nq,
c’est le cas pour toutes les colonnes entre Lpp, kq ` p et max sk, donc la
kie`me avalanche, qui va de pipk´ 1q a` pipkq, laisse ces colonnes inchange´e
(partie 1).
La colonne d’indice max sk est par de´finition un pic, donc par le
The´ore`me 3.6 nous avons pipk ´ 1qmax sk “ p. Au cours de l’avalanche,
elle a ne´cessairement rec¸u exactement une unite´ de pente de la gauche
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pour devenir instable (`1), et s’est e´boule´ (´p´ 1), donc pipkqmax sk “ 0
(partie 2).
Enfin, l’e´boulement des p plus grandes colonnes de l’avalanche donne
1 unite´ de pente a` chacune des p colonnes suivantes (partie 3).
Un exemple illustrant cette proposition est propose´ sur la figure 3.7.
pi(1068) 5 0 0 4 1 5 5 4 0 5 2 0 3 5 5 4 5 4 3 2 1 5 4 3 2 1
L(5, 1069)
pi(1069) 0 0 5 3 0 5 4 3 0 5 2 0 3 5 5 4 5 4 3 2 1 0 5 4 3 2 1
p ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
Figure 3.7 – p “ 5, pip1068q et pip1069q sont repre´sente´s par leur se´quence
de pentes. Une partie de la 1069ie`me avalanche, s1069, est illustre´ : un
carre´ gris clair est une colonne tire´e, un carre´ gris fonce´ est un pic. Par
de´finition, s1069 est pleine a` partir de Lp5, 1069q. La Proposition 3.10 est
ve´rifie´e : pour toute colonne i P JLp5, 1069q ` p ; max s1069J , nous avons
bien pip1069qi “ pip1068qi
Nous rappelons que pour tout p, la colonne de ple´nitude globale
semble eˆtre ! petite ", et donc l’invariabilite´ des points fixes semble pre´-
sente sur une partie importante des points fixes. Cette portion garde ainsi
la meˆme forme d’une avalanche a` la suivante, ce qui entraıˆne intuitive-
ment que la prochaine avalanche aura un comportement similaire sur
cette partie de la configuration. Nous tenterons d’e´tablir formellement
et d’exploiter cette similarite´ des avalanches successives dans le chapitre
suivant, en tenant compte des changements entraıˆne´s sur les bords d’une
avalanche sk : de Lpp, kq a` Lpp, kq ` p´ 1, et de max sk a` max sk ` p. Pour
y parvenir, nous utiliserons la description des avalanches du The´ore`me
3.6.
Avant cela, pour justifier la pertinence de l’e´tude qui suivra, nous
proposons dans la partie 3.3.3 une preuve pour p “ 2 que la colonne
de ple´nitude globale est ! petite " : en Oplog Nq, compare´ au support
de taille Θp?Nq. De ce fait, l’invariabilite´ des avalanches sera observe´e
asymptotiquement —lorsque N Ñ 8— sur tout le support de tous les
points fixes, au moins pour p “ 2.
3.3.3 Colonne de ple´nitude globale pour KSPM(2)
Dans cette partie, nous montrons que la colonne de ple´nitude globale
Lp2, Nq est en Oplog Nq. Nous pourrons donc appliquer le The´ore`me 3.6
et la Proposition 3.10 a` chacune des N premie`res avalanches a` partir d’un
indice logarithmique en N.
Lemme 3.11. Lp2, Nq est en Oplog Nq.
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Dans la de´monstration qui suit, nous passerons —explicitement—
certaines explications, car cette preuve partage une partie des de´velop-
pements aboutissant au Corollaire 5.14 pre´sente´ dans le chapitre 5, qui
en sont une clarification et une extension menant a` la de´monstration
d’un re´sultat plus fort (pour tout parame`tre p). Nous pre´sentons tout de
meˆme ce re´sultat car, comme il est dit plus haut, celui-ci motive l’e´tude
pre´sente´e au chapitre suivant.
De´monstration. Nous prouvons que N est en Ω pexpLp2, Nqq. Pour p “ 2,
nous verrons que pour avoir un trou a` l’indice n, il existe une unique
se´quence de pentes sur les n ` 1 premie`res colonnes. Pour toute autre
se´quence, l’avalanche est pleine avant l’indice n. C’est cette particula-
rite´ du cas p “ 2 qui nous permettra de conclure, et nous discute-
rons des diffculte´s rencontre´es dans la ge´ne´ralisation de cette technique.
Nous supposerons Lp2, Nq ą 0, qui est vrai a` partir de N “ 9, et nous
de´noterons b “ pbiqiPN le point fixe pipN ´ 1q.
Par de´finition de Lp2, Nq, il existe un N1 ď N tel que la N1 ie`me ava-
lanche n’est pas pleine a` partir de l’indice Lp2, Nq : Lp2, Nq “ L1p2, N1q.
Sans perte de ge´ne´ralite´, et simplement pour e´viter l’usage du symbole
prime, conside´rons N “ N1. Par commodite´, nous de´noterons e´galement
L “ Lp2, Nq. Commenc¸ons par de´crire l’unique suite de pentes des L
premie`res colonnes de b, telle que la Nie`me avalanche comporte un trou
a` l’indice L ´ 1. Cette suite est 2, 0, 2, 0, 2, 0, 2, . . . jusqu’a` la colonne L,
avec L pair. En effet, par induction a` partir de la colonne 0 (paire) qui est
la premie`re e´boule´e, et la colonne ´1 (impaire) qui n’est pas e´boule´e,
1. l’avalanche doit ne´cessairement se propager sur la droite, donc la
pente a` l’indice pair suivant est 2 ;
2. la colonne qui se´pare deux 2 ne doit pas eˆtre tire´e lorsque le 2 qui
est a` sa droite s’e´boule, car nous pourrions appliquer le Corollaire
3.7 et l’avalanche serait pleine a` partir de cet indice. L’unique valeur
de pente possible des colonnes impaires est donc 0.
Nous avons donc bJ0 ;LK “ p2, 0, 2, 0, . . . , 2, 0, 2q avec L pair, pour avoir
un trou a` l’indice L´ 1. Toute autre se´quence entraıˆnerait la ple´nitude
de la Nie`me avalanche avant la colonne L, ce qui n’est pas possible par
minimalite´ de L “ L1p2, Nq.
Voyons maintenant pourquoi cette forme implique que N soit expo-
nentiel en L. Soit paiqiPN la suite d’actions de pipNq, d’apre`s l’e´quation
2.1 du chapitre 2 nous avons pour tout i ě 2, bi “ ai´2 ´ 3 ai ` 2 ai`1. En
conside´rant pour l’initialisation que a´2 “ N´ 1 et a´1 “ 0, repre´sentant
le fait que la colonne 0 est la seule a` recevoir N ´ 1 fois une unite´ de
pente, nous obtenons pour tout i ě 0 l’e´quation,
ai`1 “ 12 pbi ´ ai´2 ` 3 aiq
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Voici l’e´tape de la preuve dont nous n’expliciterons par l’ide´e, il s’agit
d’effectuer le changement de variable xi “ ai ´ 2 ai´1 ` ai´2.
x0 “ N ´ 1` a0, et nous avons alors pour i ě 0 la relation,
xi`1 “ ai`1 ´ 2 ai ` ai´1 “ 12 pbi ´ ai´2 ` 3 aiq ´ 2 ai ` ai´1 “ bi´xi2
ðñ
xi “ ´2 xi`1 ` bi
(3.1)
Nous pouvons alors exprimer x0, pour tout j, en fonction de xj`1
et de pbiqJ0 ; jK, et injecter dans l’e´quation obtenue notre de´duction sur
l’unicite´ de la se´quence pbiqJ0 ;LK.
Nous avons donc par induction sur l’e´quation 3.1, pour tout j,




et en utilisant notre connaissance de la se´quence bJ0 ;LK “ p2, 0, 2, 0, . . . , 2, 0, 2q
nous obtenons en remplac¸ant j par L´ 2, car L est pair,





Nous montrons alors que x0 est exponentiel en L, en conside´rant
deux cas sur xL`1 menant a` la meˆme conclusion :
p´2q 4L2´1 xL´1 ě 0
1. xL`1 ‰ 1. Alors d’apre`s l’e´quation 3.1 et puisque bL “ 2, nous
obtenons |xL| ě 2. Toujours a` partir de l’e´quation 3.1, nous remar-
quons par induction de L a` 0 que les signes de la suite pxiqiďL sont
alterne´s, et x0 est positif donc xL´1 est ne´gatif.
2. sL`1 “ 1. Alors d’apre`s l’e´quation 3.1 et puisque bL “ 2 et bL´1 “
0, nous obtenons xL “ xL´1 “ 0.
Le terme p´2q 4L2´1 xL´1 est donc positif, ce qui nous permet de
conclure sur le fait que N est exponentiel en L :
3
2








ou` la premie`re ine´galite´ est de´duite de a0 ď N´12 (car la hauteur de la
colonne 0 ne peut que diminuer et chacun des a0 e´boulements de´place 2
grains sur la droite parmi les N ´ 1 initialement empile´s) et
x0 “ N ´ 1` a0.
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Pour KSPM(2), les N premie`res avalanches sont pleines a` partir d’une
colonne logarithmique en N, et nous pourrons donc appliquer le The´o-
re`me 3.6, le Corollaire 3.7 et la Proposition 3.10 pour e´tudier asymp-
totiquement comple`tement la dynamique des avalanches. Malheureuse-
ment, l’approche pre´sente´e ci-dessus ne s’e´tend pas directement a` tout
parame`tre p du mode`le, car il est difficile de ge´ne´raliser le motif re´gulier
p2, 0, 2, 0, . . . , 2, 0, 2q ne´cessaire a` l’obtention d’un trou. Soulignons pour
terminer que les valeurs p et 0 jouent un roˆle tre`s important dans le
controˆle des e´boulements d’une avalanche, mais qu’il semble indispen-
sable pour ge´ne´raliser ce re´sultat de prendre en compte le fait qu’un
point fixe est issue de la configuration pN, 0ωq.
Les premie`res valeurs de la colonne de ple´nitude globale pour p “ 3
sont pre´sente´es sur la figure 3.8.











































































































Figure 3.8 – Colonne de ple´nitude globale pour p “ 3. Une avalanche
est repre´sente´e par ligne, les avalanches vides (qui n’e´boulent aucune
colonne) sont ignore´es. Un carre´ gris indique une colonne tire´e, par
exemple la 314ie`me avalanche a tire´ les colonnes 0, 3 et 6. La ligne noire
illustre la colonne de ple´nitude globale Lp3, Nq, et la ligne pointille´e
repre´sente la colonne non-vide maximale (la taille du support). Cette
ligne pointille´e est trois colonnes au devant de la colonne tire´e la plus a`
droite car l’application de la re`gle de´place trois grains vers la droite. La
proprie´te´ de ple´nitude des avalanches semble toujours ve´rifie´e a` partir
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Nous avons montre´ au chapitre pre´ce´dent que la suite des e´boule-ments d’une avalanche est compre´hensible en termes simples a`
partir du moment ou` la proprie´te´ de ple´nitude est ve´rifie´e. Ce chapitre
sera consacre´ a la conversion de la ple´nitude des avalanches en une pro-
prie´te´ sur la forme des points fixes. Nous continuerons donc a` nous
inte´resser a` la me´thode inductive d’obtention d’un point fixe, par l’ajout
successif des grains qui le composent et la conside´ration des avalanches
de´clenche´es par ces additions. Se basant sur l’hypothe`se que les ava-
lanches sont pleines, les de´veloppements qui suivent sont donc valables
uniquement a` partir de la colonne de ple´nitude globale Lpp, Nq.
L’ide´e que nous suivrons pour e´tudier la forme de pipNq est la sui-
vante. Pour une colonne n a` la droite de l’indice de ple´nitude globale,
nous construirons dans la partie 4.1 un mot, que nous appellerons une
trace, encodant les pics apparus autour d’une colonne n, depuis la pre-
mie`re jusqu’a` la Nie`me avalanche. Cette trace pour la colonne n contien-
dra suffisamment d’information pour en de´duire les valeurs de la pente
sur les colonnes a` la droite de n. La partie 4.2 pre´sentera alors la construc-
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tion d’un transducteur permettant, a` partir de la trace pour une co-
lonne n, de construire la trace pour la colonne n` p. i ite´rations de ce
transducteur produiront donc la trace pour la colonne n` i p. Il s’agira
alors d’e´tudier l’e´mergence de re´gularite´s sur les mots produits par les
ite´rations successives du transducteur. Nous verrons que cette analyse
est concluante pour p “ 2, dont les traces sont exponentiellement vite
re´gulie`res par l’application re´pe´te´e du transducteur (partie 4.2.4). Une
trace pour une colonne n ` i p permettant de reconstituer le point fixe
pour les colonnes a` partir de n` pi` 1q p, la partie 4.3 se concentrera sur
les liens entre la re´gularite´ des traces et l’apparition des motifs de vague
sur les points fixes.
Nous pre´senterons les constructions et re´sultats sous leur forme la
plus ge´ne´rale. Les de´veloppements qui suivent nous permettrons, graˆce
a` la de´monstration de ple´nitude des avalanches a` partir d’un indice lo-
garithmique en N dans ce cas (Lemme 3.11 du chapitre 3), de prouver
le The´ore`me 2.11 pour p “ 2. Les difficulte´s a` ge´ne´raliser les techniques
propose´es dans ce chapitre a` tout parame`tre p seront discute´es.
Nous proposons en ouverture de ce chapitre une repre´sentation gra-
phique du plan annonce´, sur les figures 4.1 et 4.2, dans le but d’avoir une
vision d’ensemble des objectifs avant d’entrer dans les de´tails.
Nous conside´rons un parame`tre p fixe´.
4.1 Construction des traces
Au dela` de la colonne de ple´nitude globale, nous avons vu a` la fin du
chapitre pre´ce´dent que la kie`me avalanche laisse une large partie du point
fixe inchange´e de pipk´ 1q a` pipkq, ce qui sugge`re une similarite´ entre sk
et sk`1. Cette proprie´te´ de similitude, ou d’invariance entre deux ava-
lanches successives sera e´tablie par le Lemme 4.1, qui affirme que deux
avalanches successives partagent de nombreux pics. Nous commence-
rons par e´tablir cette proprie´te´ d’invariabilite´ des avalanches, exprime´e
par la pre´sence des meˆmes pics sur plusieurs avalanches successives
(partie 4.1.1). Dans un second temps, nous de´finissons formellement les
traces (partie 4.1.2).
4.1.1 Invariabilite´ des avalanches
Nous commenc¸ons par e´tablir formellement l’ide´e intuitive suivant
la Proposition 3.10, selon laquelle deux avalanches successives sk et sk`1
sont similaires car les points fixes respectifs sur lesquelles elles s’effec-
tuent, pipk´ 1q et pipkq, sont eux-meˆmes similaires.
longues avalanches L’invariabilite´ des points fixes implique que ces
deux avalanches vont en effet partager en partie les meˆmes pics. Ce-
pendant, il faut prendre en compte le fait que la partie concerne´e par


















Figure 4.1 – Les ordres de grandeur sont prouve´s pour p “ 2, et conjec-
ture´s pour tout p. Les avalanches deviennent pleines exponentiellement
vite en le nombre de grains. Cette re´gularite´ nous permet de capturer le
comportement des avalanches dans un mot u, appele´ trace. Pour une cer-
taine colonne i en Oplog Nq (la longue ligne verticale pointille´e), u de´crit
comple`tement la fac¸on dont chaque grain est passe´ au dessus de cette
colonne, et permet de reconstituer le point fixe pipNq a` partir de la co-
lonne i` p. Cette trace est grossie`rement la concate´nation des positions
des pics entre les colonnes i et i ` p, pour les N premie`res avalanches.
Nous construisons un transducteur a` e´tats finis T produisant, a` partir du
de la trace u pour l’indice i, la trace u1 pour l’indice i` p. La je`me ite´ration
du transducteur produira ainsi la trace pour l’indice i` j p, c’est-a`-dire
un mot capturant la fac¸on dont les grains ont passe´ la colonne i ` j p,
et permettant de reconstruire le point fixe sur la droite de la colonne
i` pj` 1q p.
















Figure 4.2 – Les ordres de grandeur sont prouve´s pour p “ 2, et conjec-
ture´s pour tout p. A` partir de la connaissance de la trace u pour un
indice, nous pouvons calculer le point fixe sur les colonnes qui sont a`
sa droite. Une analyse du transducteur pour p “ 2 nous indiquera que,
pour toute trace u, le transducteur T produit des mots pe´riodiques expo-
nentiellement rapidement. Ainsi, en Oplog Nq ite´rations de T, les traces
sont re´gulie`res. Finalement, la re´gularite´ des traces entraıˆne la re´gularite´
des points fixes, qui sont asymptotiquement comple`tement constitue´s de
vagues.
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l’invariabilite´ des points fixes se situe apre`s la colonne de ple´nitude glo-
bale, et donc ne conside´rer que les avalanches qui atteignent cette partie
sur laquelle la Proposition 3.10 s’applique. Nous souhaitons extraire de
la suite des avalanches ps1, . . . , sNq celles qui e´boulent au moins une co-
lonne a` la droite de Lpp, Nq ` p. Nous de´finissons ainsi formellement la
suite des longues avalanches jusque N, Φpp, Nq “ pφ1, . . . , φnq, par
sk P Φpp, Nq ðñ Lpp, Nq ` p P sk.
Nous de´finissons e´galement la suite des points fixes correspondants,
pµ0, µ1, ....., µnq, tels que µ0 “ pip0q “ 0ω, et pour tout entier k, µk est
le point fixe obtenu apre`s l’avalanche φk, c’est-a`-dire µk “ pipmq avec
φk “ sm.
invariabilite´ des pics Le Lemme suivant e´tablit l’invariabilite´ des ava-
lanches a` partir des pics. Pour un nombre de grains N, nous conside´rons
toutes les longues avalanches jusque N, et montrons une invariabilite´ des
pics entre ces avalanches, deux a` deux. Puisque entre deux longues ava-
lanches certaines avalanches qui ne sont pas longues peuvent s’arreˆter
dans l’intervalle JLpp, Nq ; Lpp, Nq ` p´ 1K et donc changer les valeurs
des pentes dans l’intervalle JLpp, Nq ` p ; Lpp, Nq ` 2 p´ 1K, l’invariabi-
lite´ des pics est e´tablie a` partir de la colonne Lpp, Nq ` 2 p.
Lemme 4.1. Dans KSPM(p), soient L la colonne de ple´nitude globale pour un
nombre de grains N, et Φ “ pφ1, . . . , φnq la se´quence de longues avalanches
jusque N.
Soient k ă N, et Qk (resp. Qk`1) la se´quence des pics q de φk (resp. φk`1)
tels que q ě L` 2 p. Nous avons,
Qkztmax Qku “ Qk`1 X JL` 2 p ; max QkJ.
Ce Lemme peut eˆtre compris de la fac¸on suivante : |Qk`1| ě |Qk| ´ 1,
et les |Qk| ´ 1 premiers e´le´ments de Qk`1 et Qk sont e´gaux. Entre une
longue avalanche et la suivante, la se´quence des pics peut eˆtre continue´e
de fac¸on arbitraire, mais diminue uniquement pic par pic.
De´monstration. Nous commenc¸ons par e´tudier les conse´quences que peu-
vent avoir les avalanches entre φk et φk`1, puis e´tablissons la relation
e´nonce´e.
Soient κ et κ1 deux entiers tels que φk est la κie`me avalanche, et φk`1
est la κ1 ie`me avalanche. D’apre`s la Proposition 3.10, pour tout i P JL `
p ; max QkJ , nous avons pipκqi “ pipκ´ 1qi.
Par de´finition des longues avalanches, toute avalanche s entre φk et
φk`1 s’arreˆte avant la colonne L ` p, c’est-a`-dire pour tout i ě L ` p,
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i R s. En combinant les deux remarques pre´ce´dentes, nous avons pour
tout κ2 P Jκ ; κ1J :
pour tout i P JL` p ; L` 2 pJ , pipκ2qi ě pipκ´ 1qi (4.1)
pour tout i P JL` 2 p ; max QkJ , pipκ2qi “ pipκ´ 1qi (4.2)
puisque les colonnes de l’intervalle JL ` p ; L ` 2 pJ peuvent recevoir
des unite´s de pente si des colonnes parmi JL ; L ` pJ sont tire´es. Les
e´quations ci-dessus sont donc en particulier ve´rifie´es pour κ2 “ κ1 ´ 1,
c’est-a`-dire entre le point fixe pre´ce´dent φk`1 et le point fixe pre´ce´dent
φk.
Nous pouvons alors utiliser le The´ore`me 3.6, qui nous dit qu’une
colonne est un pic si et seulement si sa pente est p et si il est pre´ce´de´
par un autre pic a` distance infe´rieure ou e´gale a` p. Pour l’initialisation,
d’apre`s la relation 4.1 nous avons que le pic le plus a` droite parmi JL`
p ; L` 2 pJ dans φk est e´galement un pic dans φk`1. L’induction est alors
directe par le The´ore`me 3.6 et la relation 4.2 :
soit q ě L` 2 p le pic suivant dans φk “ sκ ;
alors q ve´rifie sur pipκ ´ 1q les deux conditions donne´es dans le
The´ore`me 3.6 ;
d’apre`s la relation 4.2, q ve´rifie e´galement les deux conditions du
The´ore`me sur pipκ1 ´ 1q ;
donc c’est le pic suivant dans sκ
1 “ φk`1.
Ce raisonnement est valide tant que q ă max Qk.
4.1.2 De´finition
Nous utilisons le Lemme 4.1 pour construire les traces. Informelle-
ment, nous allons de´couper les configurations en intervalles I0, I1, I2, . . .
de taille p, et enregistrer dans une trace tous les e´boulements qui se pro-
duisent dans un intervalle Ii au cours des N premie`res avalanches. En-
suite, nous verrons comment produire la trace pour Ii`1 a` partir de la
trace pour Ii a` l’aide d’un transducteur a` e´tats finis.
L’intervalle Ii est constitue´ des colonnes Ji p ; pi` 1q p´ 1K et nous ap-
pelons e´tat d’un intervalle Ii dans une configuration b sa valeur
pbi p, bi p`1, . . . , bpi`1q p´1q. Ainsi, l’e´tat d’un intervalle dans un point fixe
est un e´le´ment de l’ensemble S “ t0, 1, . . . , pup. Une remarque, e´vidente
mais tout de meˆme importante, est que dans pip0q l’e´tat de tous les inter-
valles est p0, 0, . . . , 0q. Cela nous permettra de reconstituer les points fixes
a` partir des traces. Par commodite´, nous e´crirons e´galement 00 . . . 0 les
e´tats et les suites lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguı¨te´ entre les symboles.
La de´finition formelle de la trace jusque N dans un intervalle Ii est
quelque peu e´labore´e, dans le but de conserver uniquement l’informa-
tion ne´cessaire pour reconstruire le point fixe sur la droite de la trace,
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sans redondance. En une phrase, il s’agit de la suite des positions rela-
tives des plus grands pics dans l’intervalle Ii au cours des N premie`res
longues avalanches, dans laquelle chaque pic est conside´re´ une unique
fois tant qu’il reste d’une longue avalanche a` la suivante (ce qui arrive,
d’apre`s le Lemme 4.1, lorsqu’une longue avalanche tire une colonne a`
sa droite). Nous proposons un exemple de construction de trace sur la
figure 4.3, dont la le´gende utilise le vocabulaire introduit ci-apre`s. La
de´finition formelle des traces proce`dera en deux e´tapes : nous verrons
dans un premier temps la position relative du plus grand pic d’une ava-
lanche dans un intervalle (le type), puis comment ne conside´rer les pics
qu’une seule fois, a` partir du Lemme 4.1.
type Soit i un entier tel que i p ě Lpp, Nq ` 2 p, et conside´rons l’inter-
valle Ii. Le type d’une avalanche sur l’intervalle Ii sera de´fini comme la
position relative (dans Ii) du plus grand pic dans cet intervalle.
Soit q le plus grand pic de φk tel que q ă pi` 1q p. Le type αpi, kq de la
longue avalanche φk sur Ii est de´fini comme,
αpi, kq “ q mod p si q P Ii ;
αpi, kq “ e si q R Ii.
Les types possibles sont donc e, 0, 1, . . . , p´ 1. Formellement, nous consi-
de´rons les types comme des mots de longueur au plus un sur l’alphabet
T “ t0, 1, . . . , p ´ 1u, et e comme le mot vide. L’ensemble des types
possibles est ainsi T Y teu. Il est toutefois plus naturel de penser aux
types comme e´tant chacun une lettre, y compris e.
Remarque 4.2. Notons que d’apre`s le The´ore`me 3.6, les pics d’une ava-
lanche sont a` distance au plus p les uns des autres, donc une avalanche
ayant un type non vide sur un intervalle a e´galement un type non vide
sur tous les intervalles qui pre´ce`dent (et ou le type est de´fini) ; et une
avalanche ayant un type vide sur un intervalle a un type vide sur tous
les intervalles qui suivent.
redondance Une trace est un e´le´ment de T ˚. Intuitivement, la trace
jusque N sur Ii est la sous-suite de la se´quence des types
`
αpi, kq˘nk“1,
telle que chaque type n’est conserve´ qu’une seule fois lorsque qu’il ap-
parait sur des longues avalanches conse´cutives. Par exemple, la se´quence
01121002112220 deviendra 012102120. Nous introduisons dans le para-
graphe suivant quelques notions supple´mentaires pour de´crire la redon-
dance des types dans un intervalle Ii. La de´finition de la trace suivra
imme´diatement.
Deux longues avalanches φk et φk
1
sont i-similaires si elles ont le meˆme
type sur l’intervalle Ii, c’est-a`-dire si αpi, kq “ αpi, k1q. Nous pouvons alors
diviser la se´quence Φ des longues avalanches jusque N en sous-suites les
plus longues possibles d’avalanches conse´cutives i-similaires. Une telle
se´quence pφk, φk`1, . . . , φk2q ve´rifie que que pour tout k1 P Jk ; k2J, φk1 et












































































































Figure 4.3 – Illustration pour p “ 3 de la de´finition d’une trace. Nous
nous inte´ressons a` la trace jusque N “ 480 sur I4. A` gauche, les N
premie`res avalanches sont repre´sente´es, une par ligne (les avalanches
vides sont ignore´es). Les carre´s gris clairs sont les colonnes tire´es, et
les carre´s gris fonce´s les pics (par exemple, la suite des pics de s194 est
0, 3, 5, 8, 9, 10). La ligne noire est la colonne de ple´nitude globale, dont
nous retiendrons la valeur Lp3, 480q “ 6. Les colonnes avant Lpp, Nq ` p
sont ombre´es, ce qui nous permet d’identifier les avalanches longues,
qui vont au dela`. A` droite, nous retenons en 1© uniquement les ava-
lanches longues sur les colonnes a` la droite de Lpp, Nq ` p, Φp4, 480q “
pφ1, . . . , φ22q. En 2© nous pre´sentons la se´quence des types correspon-
dants (position relative du pic le plus a` droite) sur I4,
`
αp4, kq˘k“22k“1 . En
3©, nous retenons simplement le type des suites 4-redondantes (nous
groupons les longues avalanches 4-similaires, c’est-a`-dire de meˆme type,
conse´cutives). Enfin, la trace jusque 480 sur I4 est obtenue en 4© en
concate´nant les types des suites 4-redondantes (en supprimant les e) :
0120120.
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φk
1`1 sont i-similaires. Nous appelons ces sous-suites de longueur maxi-
male des suites i-redondantes. Une suite i-redondante est dite de type α si
le type de chacune des avalanches qui la composent est α. Une distinc-
tion sera souvent faite entre les cas ou` α P T et α “ e, nous dirons pour
les premie`res que la suite i-redondante est de type non-e. Lexicalement,
nous confondrons les suites de types et les suites des avalanches corres-
pondantes, l’objet dont nous parlons devenant clair suivant le contexte.
trace
Definition 4.3. La trace jusque N sur Ii est le mot de T ˚ forme´ par la
concate´nation des types des suites i-redondantes parmi Φpp, Nq.
Notons que les suites i-redondantes de type e sont ainsi ignore´es.
Un exemple de construction d’une trace, e´tape par e´tape, est pre´sente´
sur la figure 4.3. Par la suite, nous utiliserons les lettres a et b en rempla-
cement des types 0 et 1, pour de´crire les traces de KSPM(2).
Terminons sur une courte Proposition suivant le Lemme 4.1, en vue
de construire le transducteur de traces.
Proposition 4.4. En termes d’avalanches, toute suite pi ` 1q-redondante de
type non-e est contenue dans une suite i-redondante de type non-e.
De´monstration. SoitΦJk ; k2K “ pφk, . . . , φk2q une suite i-redondante de type
α ‰ e. Nous montrons que les avalanches φk et φk2 sont de type e dans
l’intervalle Ii`1.
Par maximalite´ de la longueur des suites i-redondantes, les longues
avalanches changent de type sur l’intervalle Ii exactement apre`s φk
2
.
D’apre`s le Lemme 4.1, la se´quence des pics peut augmenter de fac¸on
arbitraire, mais seulement le pic le plus a` droite peut disparaıˆtre d’une
longue avalanche a` la suivante, donc pour que les avalanches changent
de type dans Ii exactement apre`s φk
2
, le plus grand pic de φk
2
est a` la
position relative α dans Ii, c’est-a`-dire max φk
2 “ i p` α, donc φk2 est de
type e dans Ii`1.
De plus, pour qu’une suite i-redondante de type non-e ΦJk ; k2K com-
mence, un pic doit apparaıˆtre a` la position relative α dans Ii durant φk, ce
qui force la longue avalanche pre´ce´dente φk´1 a` s’eˆtre arreˆte´e avant cette
position : max φk´1 ă i p` α (car d’apre`s la Proposition 3.10, les change-
ments sur le point fixe entraıˆne´s par une avalanche pleine se situent sur
les p colonnes a` droite de la colonne tire´e maximale, et cette dernie`re ne
peut devenir un pic car sa pente devient 0). Nous pouvons conclure que
φk´1 est de type e dans Ii`1.
Toute suite pi` 1q-redondante de type non-e commence et se termine
donc bien a` l’inte´rieur d’une suite de longues avalanches i-redondante
de type non-e (Remarque 4.2).
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4.2 Transduction des traces
Dans cette partie, Nous construisons un transducteur a` e´tats finis
produisant, a` partir de la trace jusque N sur Ii, la trace jusque N sur
Ii`1. Les e´tats du transducteur seront les e´tats possibles des intervalles,
et a` chaque lecture d’un type non-e d’une suite i-redondante, la transi-
tion produira la concate´nation des types des suites d’avalanches pi` 1q-
redondantes contenues dans celle-ci (Proposition 4.4).
4.2.1 Calcul
Le Lemme suivant servira de base a` la construction d’un transduc-
teur. E´tant donne´ l’e´tat de l’intervalle Ii`1 (encode´ dans l’e´tat du trans-
ducteur), et le type non-e d’une suite i-redondante (la lettre lue), celui-ci
ira dans un nouvel e´tat encodant l’e´tat de l’intervalle Ii`1 apre`s cette suite
i-redondante d’avalanches, tout en produisant la se´quence des types des
suites pi` 1q-redondantes correspondantes. Nous en extrairons un algo-
rithme de´crivant la construction de la fonction de transition du trans-
ducteur. Rappelons que µk de´note le point fixe obtenu apre`s la longue
avalanche φk. Un exemple de calcul est propose´ sur la figure 4.4.
Lemme 4.5. Soit Ii un intervalle dont les colonnes sont toutes a` la droite de
Lpp, Nq ` 2 p, et soit ΦJk ; k2K “ pφk, φk`1, ...., φk2q une suite i-redondante de
type α, avec k2 ď N. E´tant donne´s l’e´tat pc0, c1, . . . , cp´1q de Ii`1 dans la
configuration µk´1, et α, il est possible de calculer sans plus d’information :
l’e´tat pc10, c11, ..., c1p´1q de Ii`1 dans la configuration µk2 ;
la concate´nation des types des suites pi` 1q-redondantes contenues dans
ΦJk ; k2K.
De´monstration. Nous commencerons par conside´rer deux cas simples, le
premier ou` le type α est e, et le second ou` aucun e´boulement ne se pro-
duit dans l’intervalle Ii`1 au cours de la suite d’avalanches i-redondante,
avant d’e´tudier le cas ge´ne´ral.
Lorsque le type de la suite i-redondante α “ e, toutes les ava-
lanches de ΦJk ; k2K s’arreˆtent avant la colonne i p (sinon il devrait
y avoir au moins un pic par intervalle d’apre`s le The´ore`me 3.6,
contredisant le type e conside´re´), donc l’e´tat de Ii`1 ne change
pas et la suite pi ` 1q-redondante contenue dans pφk, . . . , φk2q est
e´galement de type e.
Dans les deux cas qui suivent, nous conside´rons un type non-e, α P T .
Nous repre´sentons la situation d’une avalanche de Φ au temps terminus
du pic i p` α par le sche´ma suivant (pour p “ 5 et α “ 2) :
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4 2 15 5
. . . . . .
4 2 0 25
. . . . . .
0 5 3 1 3
. . . . . .
0 0 4 2 4
. . . . . .







Figure 4.4 – Exemple de transition du transducteur pour p “ 5. A` partir
de la connaissance de l’e´tat de l’intervalle Ii`1 (54251) et du type d’une
se´quence i-redondante (2), nous pouvons calculer l’e´tat de l’intervalle
Ii`1 apre`s cette suite i-redondante (11524) ainsi que les types des suites
pi` 1q-redondantes correspondantes (301). Sur la gauche, une avalanche
est repre´sente´e par ligne (de bas en haut) pour la se´quence i-redondante
de type 2 (le carre´ noir correspond a` ce pic), et les points de suspen-
sion indiquent de possibles avalanches qui s’arreˆtent avant l’intervalle
Ii ou apre`s l’intervalle Ii`1 et qui ne changent donc pas l’e´tat de Ii`1.
L’information dont nous disposons est suffisante pour pre´voir, graˆce
au The´ore`me 3.6 et a` la Proposition 3.10 : quand la suite i-redondante
s’arreˆte (lorsque la prochaine valeur de pente p a` la droite du pic noir
est a` distance supe´rieure a` p) ; la concate´nation des types des se´quences
pi` 1q-redondantes (plus grand pic dans l’intervalle Ii`1) ; et l’e´tat de Ii`1
a` l’issue de la suite i-redondante. Une colonne gris clair est tire´e, et une
colonne gris fonce´ est un pic. Sur la droite, la transition du transducteur
associe´e.
Ii Ii+1





Dans le cas ou` il n’y a pas d’entier m P J0 ; αK tel que cm “ p,
φk ne contient pas de pic dans Ii`1, et le calcul est simple. Par
le The´ore`me 3.6, le pic i p ` α est le plus grand pic de φk (car la
valeur p suivante est a` distance strictement supe´rieure a` p), donc
µki p`α “ 0 (Proposition 3.10) et i p` α n’est pas un pic de φk`1. Par
conse´quent,
la suite i-redondante conside´re´e se termine apre`s φk (car la pro-
-98 Chapitre 4. Trace des avalanches
chaine longue avalanche ne sera plus i-similaire) ;
et elle est compose´e d’une seule longue avalanche (k “ k2) qui
est de type e sur l’intervalle Ii`1 (seconde partie du re´sultat).
Concernant le nouvel e´tat de Ii`1, la longue avalanche φk est pleine
et s’arreˆte en i p` α donc d’apre`s la Proposition 3.10,
pour pi` 1q p ď j ď pi` 1q p` α, nous avons µkj “ µk´1j ` 1 ;
pour pi` 1q p` α ă j ă pi` 2q p, nous avons µkj “ µk´1j .
Ainsi, en termes d’e´tats (premie`re partie du re´sultat),
c1m “ cm ` 1 pour m P J0 ; αK ;
c1m “ cm pour m P Kα ; p´ 1K.
Si il existe un entier m P J0 ; αK tel que cm “ p, alors φk contient
un pic dans l’intervalle Ii`1. Soit donc pi ` 1q p` α1 le plus grand
de ces pics (α1 P T sera le type de la suite pi` 1q-redondante que
nous allons conside´rer). La colonne pi` 1q p` α1 est la plus grande
colonne q telle que µk´1q “ p et pi` 1q p ď q ă pi` 2q p (The´ore`me
3.6, puisque qu’il y a au moins un pic parmi ces p colonnes). C’est-
a`-dire, α1 est le plus grand entier m tel que am “ p.
φk de´bute une suite pi` 1q-redondante de type α1 ‰ e. Conside´rons
les longues avalanches qui suivent. Au sujet des types, d’apre`s la
Proposition 4.4, tant que pi ` 1q p ` α1 est un pic de φk1 , i p ` α
est e´galement un pic de φk
1
. En ce qui concerne l’e´tat de Ii`1,
d’apre`s la Proposition 3.10, tant que pi` 1q p` α1 n’est pas le der-
nier pic de φk
1
cet e´tat n’est pas modifie´. Nous avons ainsi que
la premie`re avalanche qui change l’e´tat de Ii`1 est celle dont le
dernier pic est pi ` 1q p ` α1 (k1 ď k2 puisque nous conside´rons
une suite i-redondante, donc de taille maximale). Nous avons alors
µk
1
pi`1q p`α1 “ 0, ce qui termine la suite pi` 1q-redondante de type α1
(deuxie`me partie du re´sultat, incomplet). Notons qu’en revanche,
la suite i-redondante ΦJk ; k1K peut ne pas terminer a` ce moment.
Comme dans le cas pre´ce´dent,
pour pi` 1q p ď j ă pi` 1q p` α1, nous avons µk1j “ µkj ;
µk
1
pi`1q p`α1 “ 0 ;
pour pi` 1q p` α1 ă j ă pi` 2q p, nous avons µk1j “ µkj ` 1.
Nous re´e´crivons cette observation sous forme d’e´tat (premie`re par-
tie du re´sultat, incomplet),
c1m “ cm pour m P J0 ; α1J ;
c1m “ 0 pour m “ α1 ;
c1m “ cm ` 1 pour m P Kα1 ; p´ 1K.
Les arguments ci-dessus peuvent alors eˆtre re´pe´te´s tant qu’il existe
une colonne de Ii`1 a` une position relative m ď α dont la pente
vaut p. Nous concate´nons les types des suites pi` 1q-redondantes,
et mettons a` jour l’e´tat de Ii`1. Lorsqu’il n’y a plus de telle co-
lonne, le pic i p` α termine la prochaine avalanche, donc sa valeur
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devient 0 et il ne sera pas un pic de l’avalanche suivante. L’ava-
lanche conside´re´e est ne´cessairement φk
2
, et nous pouvons mettre
a` jour une dernie`re fois l’e´tat de Ii`1, tel qu’il a e´te´ pre´sente´ dans
le second cas.
Notons que ce processus termine, car il est impossible d’avoir des
suites i-redondantes infinies (sauf pour I0, pour lequel la trace n’est
de´finie que pour les toutes premie`res valeurs de N).
4.2.2 Algorithme
A` partir de la preuve du Lemme 4.5, nous pre´sentons sous forme
algorithmique le calcul. Pour l’e´tat d’un intervalle Ii`1 et le type d’une
avalanche sur Ii, la fonction f retourne le plus grand pic de Ii`1, et g
calcul le nouvel e´tat de Ii`1 tout en concate´nant la se´quence des types des
suites pi` 1q-redondantes (pour cela elle utilise f ). g s’appelle elle-meˆme
tant que le pic conside´re´ sur Ii reste pre´sent d’une avalanche a` l’autre,
c’est-a`-dire tant que nous sommes dans la meˆme suite i-redondante.
δ est la fonction qui nous inte´resse, et nous ignorons les entre´e du
type e, qui ne changent pas l’e´tat de l’intervalle Ii`1 et correspondent a`
des suite pi` 1q-redondantes e´galement de type e (premie`re partie de la
preuve).
Entre´es : un type non vide α P T
un e´tat C “ pc0, . . . , cp´1q P S.





f : S ˆ T Ñ T Y teu
f pC, αq :“
si ptm ď α : cm “ pu ‰ Hq
alors





g : S ˆ T ˆ T ˚ Ñ S ˆ T ˚
gpC, α, uq :“
filtrer f pC, αq suivant
| eÑ pc0 ` 1, . . . , cα ` 1, cα`1, . . . , cp´1q, uq
| q Ñ gppc0, . . . , cq´1, 0, cq`1 ` 1, . . . , cp´1 ` 1q, α, u :: qq
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ˇˇˇˇ
ˇ δ : S ˆ T Ñ S ˆ T
˚
δpC, αq :“ gpC, α, eq
ou` :: est l’ope´rateur de concate´nation.
4.2.3 De´finition
L’algorithme ci-dessus nous permet de de´finir un transducteur a` e´tats
finis T calculant la trace jusque N sur Ii`1 a` partir de la trace jusque N
sur Ii.
Definition 4.6. Pour un p fixe´, le transducteur a` e´tats finis T est un 5-
uplet pQ,Σ, Γ, I, δq dans lequel :
l’ensemble des e´tats Q est S ;
les alphabets d’entre´e (Σ) et de sortie (Γ) sont tous deux T “
t0, . . . , p´ 1u ;
la fonction de transition δ : Qˆ Σ Ñ Qˆ Γ˚ est de´finie par l’algo-
rithme ci-dessus ;
l’e´tat initial est p0, 0, . . . , 0q, et nous n’avons pas besoin d’e´tat final.
L’image d’un mot u par T sera de´note´e par tpuq. Nous ne nous ser-
virons pas de la de´finition formelle de t, qui est quelque peu technique,
nous la donnons ci-dessous par formalite´.
Definition 4.7. Dans le but de de´finir t, nous de´finissons quelques fonc-
tions interme´diaires. Soit δS (resp. δT ) la premie`re (resp. seconde) projec-
tion du re´sultat de l’application de δ :
si δpC, αq “ pC1, u1q, alors " δSpC, αq “ C1
δT pC, αq “ u1
Nous de´finissons e´galement la fonction de transition ge´ne´ralise´e du trans-
ducteur :
δ˚pC, uq “ δ˝pC, u, eq avec " δ˝pC, αu, u1q “ δ˝pδSpC, αq, u, u1δT pC, αqq
δ˝pC, e, u1q “ pC, u1q
Alors t est de´finie pour tout mot u P T ˚ par
tpuq “ δT˚ p00 . . . 0, uq
ou` δT˚ est la seconde projection du re´sultat de l’application de δ
˚.
Comme pre´sente´ dans le Lemme 4.5, si α ‰ e est le type d’une suite
i-redondante ΦJk ; k1K, et C l’e´tat de Ii`1 dans µk´1, alors δpC, αq calcule
l’e´tat de Ii`1 dans µk
1
, et la concate´nation des types des suites pi ` 1q-
redondantes parmi ΦJk ; k1K. Il suit que si β ‰ e est le type d’une suite
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i-redondante ΦJk1`1 ; k2K, nous connaissons de´ja` l’e´tat de Ii`1 dans µk1 , et
sommes capables de calculer la concate´nation des types des suites pi`1q-
redondantes parmi ΦJk1`1 ; k2K.
Nous avons de´ja` souligne´ le fait que dans le point fixe pip0q, tout
intervalle Ii avec i ą 0 est dans l’e´tat p0, 0, . . . , 0q. Par conse´quence, si u
est la trace jusque N sur Ii, alors tpuq est la trace jusque N sur Ii`1. De
plus, nous pouvons utiliser l’e´galite´ des alphabets d’entre´e et de sortie
du transducteur T, pour calculer tptpuqq, la trace jusque N sur Ii`2, et
plus ge´ne´ralement tnpuq la trace jusque N sur Ii`n (voir la figure 4.1).
Notons pour finir que nous autorisons, dans la de´finition des traces
sur Ii jusque N, que le dernier type de la trace soit ! incomplet " : en
arreˆtant de conside´rer les avalanches a` la Nie`me, il est possible que la
pN ` 1qie`me avalanche soit i-similaire a` la Nie`me. Alors,
pour ΦJk ; NK la dernie`re sous-suite i-redondante de type non-e de
la suite des longues avalanches jusque N,
ΦJk ; NK n’est pas i-redondante pour la suite des longues avalanches
jusque N ` 1 (car il faut lui ajouter la pN ` 1qie`me avalanche).
Ce de´tail sera discute´ dans la partie 4.3, il s’agira simplement de conside´-
rer qu’a` la fin nous avons ces quelques dernie`res avalanches qui forment
une suite i-redondante possiblement ! incomple`tes " , ce qui correspond
a` dire que le calcul de δ peut s’arreˆter apre`s chaque appel re´cursif de g.
L’exemple du transducteur de KSPM(2) est propose´ sur la figure 4.5,
dont l’e´tude est l’objet de la partie qui suit.
4.2.4 Analyse du transducteur pour KSPM(2)
Pour la plus petite valeur inte´ressante de KSPM, p “ 2, le transduc-
teur T peut eˆtre dessine´ (figure 4.5) et analyse´. Par soucis de lisibilite´,
nous renommons les types 0 ÞÑ a et 1 ÞÑ b. Nous e´tablissons dans cette
partie l’e´mergence de mots pe´riodiques forme´s d’une alternance de a
et de b, par l’application re´pe´te´e de la fonction de transduction t. De
plus, cette e´mergence est exponentiellement rapide en la taille du mot
d’entre´e. En termes de traces, et puisque la trace jusque N est de taille
infe´rieure a` N, cela signifie qu’a` partir de toute trace jusque N sur un in-
tervalle Ii, il existe un nombre n en Oplog Nq tel que la trace jusque N sur
Ii`n est pe´riodique. Nous aborderons dans la partie 4.3 la signification
des traces re´gulie`res.
Nous commencerons par introduire quelques notations et e´le´ments
de vocabulaire pour parler du transducteur, de ses e´tats transients et
re´currents, puis nous montrerons dans un premier temps qu’apre`s deux
ite´rations les mots non vides commencent ne´cessairement par ab, ce qui
nous servira de base pour dans un second temps prouver l’e´mergence
exponentiellement rapide de mots re´guliers a` partir de l’e´tat 21 ainsi
atteint.

















Figure 4.5 – Transducteur pour p “ 2. Nous renommons 0 ÞÑ a et
1 ÞÑ b, et ne dessinons pas les e´tats non connecte´s a` l’e´tat initial 00.
Les arcs comportent des e´tiquettes de la forme x|u, ou` x P T est le type
lu (entre´e) et u P T ˚ est la se´quence des types produite (sortie). Par
exemple, tpabaaaaabq “ abaab. Ce transducteur comporte trois e´tats tran-
sients : 00, 10, 20 ; et quatre e´tats re´currents organise´s en un cycle : 11,
12, 21, 22. Remarquons que, pour n ą 0, nous avons : tppabqnq “ pabqn´1.
notations Le transducteur pour KSPM(2) posse`de trois e´tats transients :
00, 10, 20 ; et quatre e´tats re´currents organise´s en un cycle : 11, 12, 21, 22.
Soient C et C1 deux e´tats de S et u un mot de T ˚. Conside´rons,
dans le transducteur, le chemin partant de C en lisant u, nous noterons
C u “ C1 si ce chemin termine dans l’e´tat C1. Un mot u est un mot d’entre´e
si 00 u est un e´tat re´current et si pour tout pre´fixe u1 de u, 00 u1 est un
e´tat transient. Soit tC : T ˚ Ñ T ˚ la fonction de transduction obtenue en
prenant C pour e´tat inital, nous avons t00 “ t. Nous utiliserons principa-
lement t21. Un mot u est basique pour un e´tat C si |tCpuq| ě 2 et pour tout
pre´fixe u1 de u, |tCpu1q| ă 2. Pour tout e´tat re´current C, l’ensemble des
mots basiques pour C et leur image par tC sont donne´s ci-dessous (les
tables sont construites par disjonction de cas selon le de´but de u).
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22 : a Ñ ba
b Ñ ba
Tout mot u tel que tpuq ‰ e admet une unique de´composition u “
u0u1 . . . uq telle que
u0 est un mot d’entre´e ;
pour 1 ď i ă q, ui est un mot basique pour l’e´tat 00 u0u1 . . . ui´1 ;
uq est un pre´fixe non vide d’un mot basique pour l’e´tat 00 u0u1 . . . uq´1.
Le mot u admet e´galement une de´composition u “ u11u12 . . . u1q1 telle que
pour 1 ď i ă q1, u1i est un mot basique pour l’e´tat 21 u11 . . . u1i´1 ;
u1q1 est un pre´fixe non vide d’un mot basique pour l’e´tat 21 u11 . . . u1q1´1.
pre´fixe Le premier re´sultat ci-dessous nous indique qu’apre`s au plus
deux ite´rations de la fonction de transduction t, pour tout mot u le mot
obtenu commence par ab, c’est-a`-dire que les deux premie`res transi-
tions nous emme`nerons dans l’e´tat 21. La preuve suit des constats tre`s
e´le´mentaires sur le transducteur et les mots basiques des e´tats re´currents.
Lemme 4.8. Soit le langage L “ tab u : u P T ˚u Y te, au.
Pour tout u P T ˚, nous avons t21puq P L ;
pour tout v P L, nous avons tpvq P L ;
pour tout u P T ˚, nous avons t2puq P L.
De´monstration. Nous prouvons les trois points successivement en e´tablis-
sant des disjonctions de cas, et en utilisant les points pre´ce´dents comme
hypothe`ses.
Soit u P T ˚ tel que u ‰ e. Conside´rons la seconde de´composition
de´crite ci-dessus : u “ u11u12...u1q1 . Nous obtenons t21puq “
t21pu11qtCpu12...u1q1q avec C un e´tat re´current, car 21 u11 est un e´tat
re´current.
Pour q1 ě 2, t21pu11q est l’image d’un mot basique pour 21, donc
t21pu11q P tab, abau et nous avons bien t21puq P L.
Pour q1 “ 1, t21puq “ t21pu11q et t21pu11q est l’image d’un pre´fixe
non vide d’un mot basique pour 21, donc t21pu11q est un pre´fixe
de aba et nous avons bien t21puq P L.
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Soit v P L. Si v P te, au, alors tpvq “ e d’apre`s le transducteur. Si
v “ ab u, alors tpvq “ tpabqt21puq “ t21puq, et t21puq P L d’apre`s le
premier point. Nous avons donc dans tous les cas tpvq P L.
Soit u P T ˚ tel que u ‰ e. Si q “ 0 alors tpuq “ e pour tous
les pre´fixes des mots d’entre´e, donc t2puq “ e. Nous conside´rons
la premie`re de´composition de´crite ci-dessus : u “ u0u1...uq. Nous
avons tpuq “ tCpu1qtC u1pu2...uqq, ou` C est un e´tat re´current.
Pour q “ 1, tpuq “ tCpu1q, et tCpu1q est l’image par tC d’un pre´fixe
d’un mot basique pour C, donc tpuq est pre´fixe de aba ou ba car
les images possibles des mots basiques sont ab, ba, et aba. Dans
tous ces cas, t2puq P te, au d’apre`s le transducteur.
Pour q ě 2, nous avons tCpu1q P tab, ba, abau. Si tCpu1q P tab, abau,
alors tpuq P L, et donc t2puq P L d’apre`s le second point. Si
tApu1q “ ba, alors nous pouvons poser tpuq “ bau1, et ainsi
t2puq “ t21pu1q. Nous avons t21pu1q P L d’apre`s le premier point,
d’ou` t2puq P L.
convergence A` l’aide des de´veloppements pre´ce´dents, nous de´finis-
sons une notion de hauteur sur les mots de T ˚, comptant la diffe´rence
des nombres de a et de b qu’ils contiennent. Si la hauteur de tous les
pre´fixes d’un mot est comprise entre 0 et 1, alors ce mot est ne´ces-
sairement pe´riodique, par une induction directe sur la longueur du mot.
Le Lemme 4.8 nous permet de ne conside´rer que les mots du langage L,
en ajoutant deux ite´rations a` la borne sur le temps de convergence de t.
Definition 4.9. La hauteur h d’un mot fini u P T ˚ est hpuq “ ˇˇ|u|a ´ |u|b ˇˇ,
ou` |u|x est le nombre d’occurences de la lettre x dans u.
Le Lemme suivant montre que la hauteur des mots diminue par l’ap-
plication de la fonction de transduction t.
Lemme 4.10. Pour tout mot fini v P L, hptpvqq ď hpvq4 ` 1.
De´monstration. Le re´sultat est direct si v P te, au. Pour un mot v “ ab u,
montrons que quel que soit u P T ˚ fini, hpt21puqq ď hpuq4 ` 1.
Conside´rons le cas |u|a ´ |u|b ě 0. Supposons que nous supprimons
un motif de la forme ab ou ba a` u, cette ope´ration ne change pas la
valeur de hpuq. De plus, pour tout e´tat re´current C, tCpabq et tCpbaq sont
tous deux des e´le´ments de tab, bau, et C ab “ C ba “ C. Cette observation
nous assure que la suppression de tels motifs ne change pas non plus la
valeur de hpt21puqq.
En ite´rant cet argument jusqu’a` ce que le mot obtenu ne comporte
plus de motif ab ou ba, nous avons l’e´galite´ suivante : soit u1 “ ahpuq,
alors hpt21pu1qq “ hpt21puqq.
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L’entier hpuq peut eˆtre e´crit sous la forme hpuq “ 4i` r avec r P J0 ; 3K.
Nous avons t21paaaaq “ aba, et 21 aaaa “ 21, ainsi t21pu1q “ pabaqi t21parq,
ce qui nous donne




( “ i` 1.
Nous pouvons donc conclure que hpt21puqq ď hpuq4 ` 1.
L’autre cas, pour |u|a ´ |u|b ď 0, est similaire. Par suppression des
motifs ba et ab, nous obtenons hpt21pu1qq “ hpt21puqq, pour u1 “ bhpuq.
La valeur hpuq peut a` nouveau eˆtre e´crite hpuq “ 4j ` s avec s P J0; 3K.
Nous avons alors t21pbbbbq “ abbab et 21bbbb “ 21, et ainsi t21pu1q “
pabbabqj t21pbsq, ce qui nous donne





Nous pouvons encore une fois conclure que hpt21puqq ď hpuq4 ` 1.
Le Lemme suivant conclut l’e´tude du transducteur pour p “ 2, en
e´tablissant l’emmergence de mots pe´riodiques par l’application ite´re´e de
la fonction de transduction t.
Lemme 4.11. Pour tout mot u P T ˚ de longueur l, il existe un nombre
d’ite´rations nplq en Oplog lq tel que tnplqpuq est un pre´fixe de pabqω.
De´monstration. Nous commenc¸ons par montrer le re´sultat en nous re-
streignant aux mots de L.
Soit un mot fini v P L, nous de´finissons la hauteur maximale gpvq “
maxthpv1q : v1 pre´fixe de vu. Le Lemme 4.10 implique que gptpvqq ď 1`
gpvq
4 . De´finissons g
1pvq “ gpvq ´ 43 , nous avons alors :
gptpvqq ď 1` gpvq
4
ðñ g1ptpvqq ď g
1pvq
4
Par le Lemme 4.8, tpvq est un e´le´ment de L. Nous pouvons donc ite´rer ce




Ainsi, pour n ą log4pg1pvqq ´ log4p 23q, nous avons g1ptnpvqq ă 23 , c’est-a`-
dire gptnpvqq ă 2, et par l’inte´grite´ des valeurs de g,
gptnpvqq ď 1
Cette dernie`re ine´galite´ assure que u admet une de´composition tnpvq “
w1w2 . . . wq telle que, pour i P J1 ; qJ , wi P tab, bau, et wq P te, a, bu. Nous
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pouvons conclure dans ce cas : tn`1puq “ tpw1qt21pw2q . . . t21pwqq, donc
tn`1puq est un pre´fixe du mot infini pabqω, car t21pabq “ t21pbaq “ ab et
tpabq “ tpbaq “ e.
Maintenant, pour tout mot fini u P T ˚, nous avons d’apre`s le Lemme
4.8 que t2puq P L. c’est-a`-dire, |t2puq| ď 4|u| et |t2puq| ` 43 ě g1pt2puqq,
ce qui nous donne g1pt2puqq ď 4|u| ` 43 . En conse´quence, pour n ą
log4p4|u| ` 43q ´ log4p 23q, nous obtenons que tn`1pt2puqq est un pre´fixe du
mot infini pabqω. En d’autres termes, pour m ą log4 p4|u| ` 43q´ log4p23q`
3, tmpuq est un pre´fixe du mot infini pabqω.
Nous pouvons reformuler le Lemme 4.11 en termes de traces.
Corollaire 4.12. Dans KSPM(2), soient N un nombre de grains, et
i ě Lp2, Nq ` 4. Il existe un n en Oplog Nq tel que la trace jusque N sur
Ii`n est un pre´fixe de pabqω.
De´monstration. La trace jusque N est bien de´finie pour Ii, et elle est de
taille infe´rieure a` N. Nous pouvons donc appliquer le Lemme 4.11.
Ce re´sultat d’e´mergence nous permettra de prouver le The´ore`me 2.11
pour KSPM(2) (partie 4.4). Pour un parame`tre ge´ne´ral p, le transducteur
comporte pp ` 1qp e´tats, ce qui rend sa lecture difficile lorsque p ą 2.
Dans le cas p “ 2, la figure 4.5 nous permet en effet de faire une dis-
tinction entre des e´tats transients et re´currents, ce qui n’est plus pos-
sible aussi simplement dans les autres cas. Il semble ainsi ne´cessaire
de de´duire des proprie´te´s structurelles du transducteur a` partir de sa
de´finition formelle. Une possibilite´ pour simplifier ce proble`me pourrait
eˆtre de restreindre l’ensemble des mots auxquelles nous nous inte´ressons,
car les traces ve´rifient vraisemblablement certaines contraintes. Des re´sul-
tats de simulations nous laissent penser que cette e´mergence est ve´rifie´e
dans le cas ge´ne´ral.
4.3 Des traces aux vagues
D’apre`s le Corollaire 4.12, pour p “ 2 des traces pe´riodiques e´mergent
exponentiellement rapidement (apre`s un nombre logarithmique d’ite´ra-
tions de la fonction de transition). Pour tout p, les traces re´gulie`res sont
des pre´fixes du mot infini p0, . . . , p´ 1qω. Nous pre´sentons ci-dessous un
re´sultat ge´ne´ral concernant l’interpre´tation des traces re´gulie`res.
Lemme 4.13. Dans KSPM(p), soit Ii un intervalle tel que i ě Lpp, Nq ` 2 p.
Supposons que la trace jusque N sur Ii soit
p0, . . . , p´ 1qxp0, . . . , αq, avec x ě 0 et α ď p´ 1
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et soit y la longueur de la dernie`re suite i-redondante, de type α ‰ e. Nous
avons y ď x` 1, et pipNqJpi`1q p ;8J est e´gal a`" pα ¨ . . . ¨ 1qpp ¨ . . . ¨ 1qx´y0pp ¨ . . . ¨ 1qy0ω si y ă x` 1
pα` 1 ¨ . . . ¨ 1qpp ¨ . . . ¨ 1qx0ω si y “ x` 1.
De´monstration. Nous nous concentrons sur la partie droite des points
fixes : pipkqJpi`1q p ;8J. Cette preuve est une simple induction sur les ava-
lanches, en utilisant le The´ore`me 3.6 qui nous permet de savoir ou` la
prochaine avalanche va s’arreˆter, et la Proposition 3.10 qui pre´dit les
changements a` apporter au point fixe. Initialement, pour k “ 0, nous
avons
pipkqJpi`1q p ;8J “ 0ω.
Les p premiers types (non-e) des suites i-redondantes de longues ava-
lanches le conduisent a`
p ¨ p´ 1 ¨ . . . ¨ 1 ¨ 0ω.
Ensuite, a` partir de pp ¨ . . . ¨ 1qr0ω, la trace applique de fac¸on re´pe´te´e les
types 0, . . . , p´ 1. D’apre`s le The´ore`me 3.6 et le Lemme 4.1, nous pou-
vons pre´dire que chaque suite i-redondante (de type non-e) comporte
alors r` 1 longues avalanches (il y a r pics sur lesquels l’avalanche doit
s’arreˆter pour chaque suite i-redondante), ainsi chaque re´pe´tition com-
porte pr` 1q p longues avalanches. Enfin, nous avons l’invariant suivant :
la ppr ` 1q α` sqie`me longue avalanche, avec 0 ď α ă p et 0 ă s ď r ` 1,
est du type α (sur Ii), et me`ne a`" pα ¨ α´ 1 ¨ . . . ¨ 1qpp ¨ . . . ¨ 1qr´s 0 pp ¨ . . . ¨ 1qs0ω si s ď r ;
pα` 1 ¨ α ¨ . . . ¨ 1qpp ¨ . . . ¨ 1qr0ω si s “ r` 1.
Les e´tapes de l’induction de´coulent de l’application du The´ore`me 3.6 et
de la Proposition 3.10.
Remarque 4.14. Dans la preuve ci-dessus, l’application du The´ore`me 3.6
donne type par type la trace jusque N sur Ii`1, qui est p0, . . . , p´ 1qx´1
p0, . . . , αq. Nous avons donc que p0, . . . , p´ 1qω est un point fixe pour t.
Pour un parame`tre p, une trace re´gulie`re sur un intervalle Ii est
un pre´fixe de p0, . . . , p ´ 1qω, et elle implique l’apparition des motifs
re´guliers de vague sur le point fixe a` partir de l’intervalle suivant :
pp ¨ . . . ¨ 1q˚ 0 pp ¨ . . . ¨ 1q˚0ω.
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4.4 Conclusion pour KSPM(2)
Nous avons tous les e´le´ments pour conclure que le The´ore`me 2.11 est
vrai pour KSPM(2).
The´ore`me 4.15. Dans KSPM(2), pour tout nombre de grains N, il existe une
colonne n en Oplog Nq telle que
pipNqJn ;8J P p2 ¨ 1q˚ 0 p2 ¨ 1q˚ 0ω
De´monstration. D’apre`s le Lemme 3.11, Lpp, Nq est en Oplog Nq. Nous
pouvons donc prendre un indice i en Oplog Nq, et appliquer le Corollaire
4.12, qui nous dit qu’il existe un m en Oplog Nq tel que la trace jusque
N sur Ii`m est re´gulie`re. Le Lemme 4.13 prouve alors que l’e´nonce´ du
The´ore`me est vrai pour n “ 2 pi`m` 1q, qui est bien en Oplog Nq (figure
4.2).
Pour KSPM(2), l’e´tude du transducteur a pu eˆtre combine´e a` l’e´tude
de la ple´nitude des avalanches pour montrer le The´ore`me 4.15. Cepen-
dant, les techniques employe´es sont difficiles a` ge´ne´raliser, comme il
a e´te´ discute´ a` la suite des Lemme 3.11 et Corollaire 4.12. Le tableau
pre´sente´ en figure 4.6 fait un point sur les re´sultats qui restent a` ge´ne´rali-
ser en suivant cette de´marche. Dans le chapitre suivant, nous pre´sentons
une autre me´thode pour montrer le The´ore`me 2.11, concluante pour tout
p.
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N
colonnes





Resultats p “ 2 Pour tout p
1© : Lpp, Nq en Oplog Nq Lemme 3.11 ˆ
2© : Construction du The´ore`me 3.6 The´ore`me 3.6
transducteur Lemme 4.5 Lemme 4.5
3© : Traces re´gulie`res Corollaire 4.12 ˆ
4© : Traces re´gulie`res Lemme 4.13 Lemme 4.13
et motifs de vague





5.1 Construction de la dynamique interne des points fixes . . 114
5.1.1 Pentes et actions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
5.1.2 Dynamique interne des points fixes . . . . . . . . . 115
5.2 Harmonisation des termes continu et discret . . . . . . . . 117
5.2.1 Changement de base et projection . . . . . . . . . . 117
5.2.2 Intuition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
5.3 Convergence du syste`me moyennant . . . . . . . . . . . . . 120
5.3.1 Convergence line´aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
5.3.2 Convergence exponentielle faible . . . . . . . . . . . 122
5.3.3 Convergence exponentielle forte . . . . . . . . . . . 125
5.4 Emergence des vagues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
5.4.1 Emergence faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
5.4.2 Raffinement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
Nous pre´sentons dans ce chapitre une e´tude aboutissant a` lapreuve du The´ore`me 2.11 (e´nonce´ a` la fin du chapitre 2), qui e´tablit
l’e´mergence de motifs de vague re´guliers recouvrant asymptotiquement
entie`rement les points fixes.
Dans tout ce chapitre, nous conside´rons un parame`tre p fixe´.
En partie 5.1, nous utiliserons le lien entre les repre´sentations sous
forme de suite de pentes et de suite d’actions des points fixes pour
construire un syste`me dynamique discret dans Zp`1, tel que l’orbite
d’un point choisi en fonction du nombre de grains N de´crive pipNq. Par
exemple, pour p “ 2 et paiqiPN la suite des actions du point fixe pipNq,
ce syste`me dynamique partira du point pa0, a1, a2q, et apre`s une ite´ration
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nous obtiendrons le point pa1, a2, a3q, puis pa2, a3, a4q et ainsi de suite,
comme il est pre´sente´ sur le sche´ma suivant.












Le but sera alors d’e´tudier la dynamique de ce syste`me pour montrer
qu’il converge exponentiellement vite en N vers un certain ensemble de
points tels que nous puissions, a` partir des valeurs d’actions qu’ils re-
pre´sentent, en de´duire l’e´mergence des motifs de vague sur les points
fixes.
Ce syste`me est non-line´aire, car l’image d’un point de Zp`1 sera ob-
tenue par l’application d’une transformation line´aire, suivie de l’addi-
tion d’une petite perturbation permettant a` l’image d’eˆtre a` nouveau un
e´le´ment de Zp`1 a` coordonne´es entie`res. Cet ! arrondi " rend l’e´tude de
la dynamique difficile (excepte´ dans le cas p “ 2). La manipulation cle´,
pre´sente´e dans la partie 5.2, consistera a` re´duire ce syste`me a` un nouveau
syste`me non-line´aire dans Zp, que nous appellerons syste`me moyennant,
et pour lequel nous aurons une intuition claire.
Nous prouverons alors la convergence exponentiellement rapide en
N du syste`me moyennant vers certains points de Zp dont toutes les
composantes sont e´gales, c’est-a`-dire vers des vecteurs constants (par-
tie 5.3). Une analyse de la signification des vecteurs constants permet-
tra d’en de´duire l’apparition des motifs de vague sur les points fixes,
dans un premier temps en un sens faible ne correspondant pas encore a`
l’e´nonce´ du The´ore`me 2.11 (partie 5.4). Pour montrer ce dernier il semble
ne´cessaire de prendre en compte certains aspects de la dynamique des
points fixes (de ne pas conside´rer uniquement pipNq, mais la suite des
points fixes pip0), pip1q, . . ., pipNq), ce que nous exposerons dans la par-
tie 5.4.2. Cette dernie`re partie utilisera quelques e´le´ments de l’e´tude des
avalanches pre´sente´e au chapitre 3.
La figure 5.1 pre´sente graphiquement la me´thode que nous suivrons,
et un exemple de diffe´rentes repre´sentations des points fixes que nous












































Figure 5.1 – Illustration de la de´marche suivie dans ce chapitre. En
haut : nous construisons un syste`me dynamique dans Zp`1 tel que l’or-
bite d’un point X0 choisi en fonction de N de´crive la suite d’actions de
pipNq. Ce syste`me est non-line´aire, a` chaque ite´ration nous appliquons
une transformation line´aire (fle`che), suivie d’une perturbation dont nous
ne connaıˆtrons pas la valeur mais qui est borne´e par une constante (le
cercle autour du point image de l’application line´aire). Certains points
correspondent au motif de vague sur les points fixes, mais il est difficile
de les identifier. Nous effectuerons alors une transformation du syste`me.
En bas : le syste`me, apre`s changement de base et projection, a un com-
portement plus intuitif. A` chaque e´tape de temps, l’application line´aire
fait tendre le point vers une zone bien identifie´ correspondant a` des vec-
teurs constants, et malgre´ la perturbation nous prouverons que le point
Y0 tend exponentiellement rapidement vers un tel vecteur constant (en
deux temps, d’abord a` distance infe´rieure a` une constante α pre`s, puis
vers ce vecteur constant). Enfin, nous verrons que les vecteurs constants
impliquent la forme de vague sur les colonnes de´crites par la fin de l’or-
bite.
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5.1 Construction de la dynamique interne des points fixes
Nous commenc¸ons dans la partie 5.1.1 par relier les repre´sentations
d’un point fixe pipNq sous forme de suite de pentes et de suite d’actions.
A` partir de cette relation, nous construisons en 5.1.2 un syste`me dyna-
mique discret non-line´aire dans Zp`1, contraint par la re`gle de transition
et la stabilite´ des points fixes, et tel que l’orbite d’un point de´fini en fonc-
tion du nombre de grains N de´crive pipNq de la gauche vers la droite.
Nous parlons ainsi de dynamique interne des points fixes.
5.1.1 Pentes et actions
Un point fixe pipNq peut eˆtre repre´sente´ par sa suite des pentes pbiqiPN
(bi “ pipNqi pour tout i), et par sa suite des actions paiqiPN. Reprenons le
lien e´tabli entre ces deux repre´sentations au chapitre 2 (e´quation 2.2),
pour tout n ě p : bn “ an´p ´ pp` 1q an ` p an`1.
La plus petite valeur de la suite des actions ainsi conside´re´e est a0, dont
nous ne connaissons pas la valeur. Pour simplifier les discussions, nous
prenons les conditions initiales suivante,"
a´p “ N
ai “ 0 pour tout i P J´p` 1 ; 0J
qui signifient que la colonne 0 est la seule a` recevoir N fois une unite´ de
pente (une unite´ pour chaque e´boulement de la colonne hypothe´tique
d’indice ´p). Avec ces conditions initiales, l’e´quation ci-dessus est va-
lable pour tout i ě 0, et nous la reformulons en,
pour tout n ě 0 : an`1 “ ´1p an´p `
p` 1
p
an ` 1p bn. (5.1)
Puisque pipNq est un point fixe, nous avons de plus une contrainte de
stabilite´ pour toutes ses colonnes,
pour tout i ě 0 : 0 ď bn ď p.
L’e´quation 5.1 exprime l’action de la colonne n ` 1 en fonction de
l’action des colonnes n´ p et n, plus une perturbation borne´e 0 ď bnp ď 1.
Remarque 5.1. Notons que an`1 P N, donc ´an´p ` pp ` 1q an ` bn ” 0
mod p. Par conse´quent, la valeur de bn est presque de´termine´e : e´tant
donne´s an´p et an, il n’y a qu’une seule valeur possible pour bn, sauf
si ´an´p ` pp` 1qan ” 0 mod p, auquel cas bn vaut 0 ou p.
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Par exemple, conside´rons pip2000q pour p “ 4 (figure 5.3b page 132).
Nous avons a8 “ 120 et a4 “ 189, ainsi ´a4 ` 5 a8 “ 411 ” 3 mod 4.
Nous pouvons en de´duire que b8 vaut 1, de telle sorte que a9 “ ´ 14 a4 `
5
4 a8 ` 14 b8 “ 103 soit un entier.
La remarque ci-dessus jouera un roˆle central apre`s l’e´tude du syste`me
que nous allons construire, pour retrouver les valeurs de la pente du
point fixe a` partir de valeurs d’actions, et montrer l’e´mergence des motifs
de vague.
5.1.2 Dynamique interne des points fixes
Nous re´e´crivons la relation 5.1 en un syste`me dans Np`1, pour la
manipuler plus aise´ment.
an`1 est exprime´ en fonction de an´p et an, donc nous construisons
une suite de vecteurs pXiqiPN avec Xi P Np`1 et telle que
Xn “ tpan´p, an´p`1, . . . , anq
ou` tv de´note la transpose´e de v (Xn est un vecteur colonne). Nous ne
conside´rons que des configurations finies, donc il existe toujours un en-
tier n0 (en Θp
?
Nq d’apre`s la Proposition 2.8) tel que Xn “ 0 pour n ě n0,
avec 0 “ tp0, . . . , 0q.
E´tant donne´s Xn et bn nous pouvons calculer Xn`1 avec la relation




0 1 0 0
. . .
0 0 1 0
0 0 0 1











dans la base canonique B “ pe0, e1, . . . , epq, et A est une matrice carre´e
de taille p ` 1. Nous prendrons comme convention pour l’e´criture des
matrices que les espaces blancs sont des ze´ros, et les espaces en pointille´s
sont les suites induites par leurs extre´mite´s.
Ce syste`me exprime les valeurs de la suite d’actions autour de la
position n` 1 (via Xn`1) en fonction de la suite d’actions autour de la
position n (via Xn) et de la pente en n (via bn). Ainsi l’orbite du point
correspondant aux conditions initiales X0 “ tpN, 0, . . . , 0, a0q de Np`1
de´crit la suite d’actions du point fixe pipNq.
Notons qu’il peut sembler e´trange d’e´tudier la suite pbiqiPN a` l’aide
d’un syste`me dynamique discret pre´supposant une connaissance de pbiqiPN
pour calculer les images. Nous verrons que ce syste`me s’ave`re en effet
utile, graˆce au fait que les valeurs de bn sont borne´es et presque de´termine´es
(Remarque 5.1) : dans la suite du chapitre nous ne ferons aucune sup-
position sur la suite pbiqiPN (excepte´ la stabilite´ 0 ď bi ď p pour tout i)
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et prouverons que ce syste`me non-de´terministe converge exponentielle-
ment rapidement en N. Ainsi, nous obtiendrons un indice n en Oplog Nq
tel que la suite pbiqiěn sera de´termine´e a` avoir une forme re´gulie`re de
vagues re´pe´te´es.
Le syste`me que nous obtenons est non-line´aire, car l’application line´-
aire est suivie d’une perturbation induite par la contrainte d’inte´grite´
des valeurs de la pente. Bien que la perturbation soit borne´e par une
constante globale a` chaque e´tape (bn ď p pour n puisque pipNq est un
point fixe), la non-line´artie´ du syste`me nous empeˆche d’e´tablir la conver-
gence avec une simple formule du type }Xn`1} ď α}Xn} (pour }.} une
norme et 0 ă α ă 1).
Soit φ la transformation correspondante de Zp`1 dans Zp`1, qui est
compose´e de deux termes : une application line´aire A et une perturbation
bn
p J. Soit
Rpxq “ xp´1 ` p´ 1
p





le polynoˆme caracte´ristique de A est p1´ xq2Rpxq. Nous pouvons re-
marquer tout d’abord que 1 est valeur propre double. Une seconde re-
marque, qui aide a` avoir une vision d’ensemble du syste`me, est que
toutes les autres valeurs propres de A sont distinctes et plus petites que
1 (voir le Lemme 5.6 ci-apre`s, en utilisant une borne par Enerstro¨m et
Kakeya). Par conse´quent, il existe une base telle que la matrice φ soit
sous forme normale de Jordan avec un bloque de taille 2 correspondant
a` la valeur propre double 1. Ensuite, nous pourrions projeter selon les
p ´ 1 autres composantes et obtenir une matrice diagonale pour notre
transformation, avec l’espoir qu’il pre´sente un comportement contrac-
tant simple a` montrer. Nous ne suivrons pas exactement cette approche,
mais utiliserons ces remarques dans la partie 5.3.
Nous avons essaye´ d’exprimer la transformation φ dans une base
telle que sa matrice soit sous forme normale de Jordan, mais n’avons
pas re´ussi a` saisir l’effet de la perturbation ainsi transforme´e. Nous ex-
primerons plutoˆt φ dans une base telle que la matrice et la perturbation
interagissent harmonieusement. La preuve du The´ore`me 2.11 proce`dera
en trois e´tapes :
1. la construction d’un nouveau syste`me dynamique discret : nous
exprimerons tout d’abord φ dans une nouvelle base B1, puis projet-
terons selon une de ses composantes (partie 5.2) ;
2. le comportement de ce nouveau syste`me sera compre´hensible en
des termes simples, et nous verrons qu’il converge exponentielle-
ment rapidement (en Oplog Nq e´tapes) vers un vecteur constant
(partie 5.3) ;
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3. finalement, nous prouverons que de`s que nous obtenons un vecteur
constant dans ce nouveau syste`me dynamique discret, les motifs de
vague du The´ore`me 2.11 apparaissent (partie 5.4).
5.2 Harmonisation des termes continu et discret
Dans cette partie, nous pre´sentons la transformation applique´e au
syste`me de la dynamique interne des points fixes nous permettant d’en-
trevoir la de´marche a` suivre pour obtenir le re´sultat (partie 5.2.1). Pour
alle´ger cette pre´sentation, nous postposons en partie 5.2.2 la discussion
des intuitions pour trouver cette manipulation cle´ dans la preuve du
The´ore`me 2.11.
5.2.1 Changement de base et projection
A` partir du syste`me dynamique Xn`1 “ A Xn ` bnp J dans la base
canonique B, nous construisons un nouveau syste`me pour la transfor-
mation φ en deux temps : premie`rement nous changeons la base de Zp`1
dans laquelle nous exprimons φ, de la base canonique B a` une base B1 ;
deuxie`mement nous projetons φ selon la premie`re composante de B1.
Nous appellerons syste`me moyennant le syste`me obtenu dans Zp, dont
nous pourrons pre´dire la dynamique intuitivement, ce qui nous permet-
tra de de´rouler une e´tude de sa convergence vers un vecteur constant








1 1 . . . 1
‹˛‹‹‚ B1´1 “
¨˚
˚˝˚˚ 1 0 0´1 . . . 0 0
. . . . . .
0 ´1 1
‹˛‹‹‹‚
deux matrices carre´es de taille p` 1 et posons B1 “ pe10, . . . , e1pq, avec e1i
la pi` 1qie`me colonne de la matrice B1. Alors B1 est une base de Zp`1, car
nous pouvons engendrer la base canonique B “ pe0, . . . , epq.#
ei “ e1i ´ e1i`1 pour i P J0 ; pJ
ep “ e1p
Nous effectuons le changement de base de B a` B1,
B1´1 Xn`1 “ B1´1 A B1 B1´1 Xn ` bnp B1´1 J
ðñ X1n`1 “ A1 X1n ` bnp J1
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avec
X1n “ B1´1 Xn A1 “ B1´1 A B1 “
¨˚
˚˝˚1 1 0. . .
0 0 1
0 1p . . .
1
p






Nous proce´dons a` la seconde e´tape, en projetant selon e10. Soit donc P
la projection dans Zp`1 selon e10 sur t0u ˆ Zp. Nous pouvons remarquer
que e10 est un vecteur propre de A1,
A1 e10 “ e10
donc la composante correspondant est inde´pendante des autres dans
ce syste`me, et projeter selon e10 correspond simplement a` effacer cette
premie`re composante du vecteur X1i . Par commodite´, nous ne noterons
pas la composante fixe´e a` 0 des objets de t0u ˆZp.
Le nouveau syste`me dynamique dont nous allons e´tudier la conver-
gence, que nous nommerons syste`me moyennant, est
Yn`1 “ M Yn ` bnp K (5.2)
avec les e´le´ments suivants de Zp (de t0u ˆZp),
Yn “ P X1n M “ P A1 “
¨˚





p . . .
1
p






Voyons plus en de´tail Yn, et l’information sur le point fixe qu’il re-
pre´sente. Nous avons Xn “ tpan´p, an´p`1, . . . , anq, ce qui donne















Yn repre´sente donc des diffe´rences d’action, qui peuvent eˆtre ne´gatives.
Dans la partie 5.3 nous verrons que le syste`me moyennant a` un compor-
tement pour lequel nous avons une intuition claire, et nous prouverons, a`
partir de Y0, sa convergence exponentiellement rapide en N vers un vec-
teur contant. La partie 5.4 se concentrera ensuite sur les conse´quences
que nous pouvons tirer de la pre´sence d’un vecteur Yn constant, c’est-a`-
dire la cre´ation et le maintient des motifs re´guliers de vague.
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5.2.2 Intuition
La transformation que nous avons effectue´e nous permet de passer
de l’expression des suites d’actions aux suite de diffe´rences d’action. Ces
suites sont pre´sente´es pour p “ 2 et N “ 2000 sur les figures 5.3b et 5.3c
(page 132). Nous pouvons remarquer sur ces deux diagrammes qu’avant
d’effectuer ce changement de base, nous aurions voulu prouver que la
suite des actions tend vers une suite de la forme
. . . ,
p` 2 p` 3 p, . . . , p` 2 p` 6, p` 2 p` 3,
p` 2 p, . . . , p` 4, p` 2,
p, . . . , 2, 1, 0ω.
Nous voyons toutefois dans le motif ci-dessus qu’en conside´rant la
suite des diffe´rences d’action, nous obtenons
. . . ,
3, . . . , 3, 3,
2, . . . , 2, 2,
1, . . . , 1, 1, 0ω.
L’ide´e naturelle est ainsi montrer que la suite des diffe´rences d’ac-
tion tend vers des se´quences de p valeurs constantes (exactement ce
que permet le syste`me moyennant, comme nous le verrons). En suivant
la de´marche de construction du syste`me de la dynamique interne des
points fixes pre´sente´e dans la partie 5.1.2 pour les suites de diffe´rences
d’action a` la place des suites d’actions, nous aurions obtenu exactement
le meˆme syste`me dans Zp`1, a` partir de la relation
an`1 ´ an “ p` 1p pan ´ an´1q ´
1
p
pan´p ´ an´p´1q ` 1p pbn ´ bn´1q.
Cette me´thode ne nous aurait donc pas permis d’avoir une meilleure
intuition sur la marche a` suivre pour trouver une projection vers Zp et
montrer que le syste`me obtenu converge vers des vecteurs constants.
Lorsque nous passons a` la base B1, nous conside´rons les vecteurs










Il semble que ce soit la valeur an´p, qui n’est pas une diffe´rence d’ac-
tion, et que nous effac¸ons lors de la projeton, qui permette d’obtenir le
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syste`me moyennant et d’effectuer les de´veloppement pre´sente´s dans la
partie 5.3. Nous n’avons pas aborde´ le proble`me de la perturbation, qui
doit se comporter harmonieusement avec la partie line´aire de la dyna-
mique pour pouvoir conclure. Il se trouve que le changement de base
vers B1 et la projection P permet a` l’ensemble de suivre une dynamique
pour laquelle nous avons une intuition claire. Cette transformation est
la simplification de manipulations a` l’origine plus confuses (un change-
ment de base, suivi d’un plongement, puis un nouveau changement de
base, et enfin une projection), et nous n’avons pas d’explication satisfai-
sante d’une me´thode ! automatique " aboutissant a` sa de´couverte.
5.3 Convergence du syste`me moyennant
Le syste`me moyennant est compre´hensible en termes simples. A` par-
tir de Yn dans Zp, nous obtenons Yn`1 en,
1. de´calant toutes les valeurs d’un rang vers le haut ;
2. pour la composante du bas, en calculant la moyenne des valeurs
composant Yn, et en y ajoutant une petite perturbation (un multiple
de 1p entre 0 et 1).
Soit yn la premie`re composante de Yn, nous avons donc
Yn “ tpyn, . . . , yn`p´1q.





Remarque 5.2. Les pYiqiPN sont toujours des vecteurs d’entiers, donc la
perturbation ajoute´e a` la dernie`re composante est encore une fois presque
de´termine´e : pmn ` bnp q P Z et 0 ď bnp ď 1. Par conse´quent, si mn n’est pas
un entier alors bn est de´termine´e a` la valeur pprmns´mnq, et sinon bn vaut
0 ou p.
Par exemple, conside´rons pip2000q pour p “ 4 (voir la figure 5.3c
page 132, qui repre´sente an ´ an`1 a` la position n). Nous avons Y13 “
tp´3,´5,´7,´7q, soit m13 “ ´112 , et b13 est de´termine´e a` la valeur 2
pour que Y14 “ tp´5,´7,´7,´5q soit un vecteur d’entiers (sa dernie`re
composante est e´gale a` m13 ` b134 ).
Nous pouvons pre´dire intuitivement la dynamique de ce syste`me
a` mesure que les nouvelles valeurs sont calcule´es : a` une large e´chelle
—lorsque les valeurs sont grandes compare´es a` p— le syste`me e´volue
grossie`rement vers la moyenne des valeurs du vecteur initial Y0 ; et a` une
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petite e´chelle —lorsque les valeurs sont petites compare´es a` p— la per-
turbation fait quelque peu ! sursauter " les points. Les de´veloppements
qui pre´ce`dent permettent de montrer graˆce a` un argument simple que
ces petits ! sursauts " n’empeˆchent pas la convergence exponentielle du
syste`me vers un vecteur constant.
L’e´tude du syste`me moyennant fonctionne dans le de´tail en trois
e´tapes :
(i). e´tablir une convergence line´aire du syste`me a` chaque e´tape, puis
exprimer Yn en fonction de Y0 et pbiq0ďiďn ;
(ii). isoler la perturbation induite par les pbiq0ďiďn et la borner par une
constante inde´pendante de N ;
(iii). montrer que l’autre partie (correspondant a` l’application line´aire
M) est contractante exponentiellement rapidement.
D’apre`s (ii) et (iii), un point converge exponentiellement rapidement vers
une boule de rayon constant autour d’un vecteur constant, et ensuite
d’apre`s (i) ce point ne´cessite un nombre constant d’ite´rations supple´men-
taires pour atteindre le centre de la boule, c’est-a`-dire un vecteur constant.
Soient mn (resp. mn, mn) la moyenne (resp. maximale, minimale) des
valeurs des composantes de Yn. Nous allons montrer que mn ´mn con-
verge en Oplog Nq ite´rations vers 0.
Remarque 5.3. La matrice M est stochastique (termes positifs et dont la
somme sur une ligne vaut 1) mais non doublement-stochastique (cette
observation n’est plus vraie pour les colonnes). Pour toute matrice sto-
chastique, 1 est le module d’une valeur propre et les autres sont toutes
de module infe´rieur ou e´gal a` 1. Intuitivement, le syste`me moyennant ne
converge pas vers 0 mais vers un vecteur constant, ce qui est exprime´
par la valeur propre de module 1 de vecteur propre associe´ p1, . . . , 1q
(partie 5.3.2). Dans notre cas, nous souhaitons de plus que les autres
valeurs propres soient de module strictement infe´rieures a` 1, et que la
dynamique de cette matrice s’accorde avec la perturbation discre`te, ce
qui rend l’e´tude plus complique´e. Notons en outre que M est une ma-
trice compagnon, ce qui nous servira pour exprimer son polynoˆme ca-
racte´ristique.
5.3.1 Convergence line´aire
Pour e´tablir la converge line´aire, nous utilisons l’inte´grite´ des valeurs
pyiqiPN qui composent les vecteurs pYiqiPN. L’ide´e est la suivante : pour
calculer la nouvelle valeur nous commenc¸ons par conside´rer mn, puis
ajoutons bnp . Nous remarquons alors que lorsque mn ‰ mn, mn est stricte-
ment entre ces extreˆmes, et l’ajout d’une perturbation ne peut pas faire
passer mn au dessus de la valeurs maximale. A`pre`s au plus p ite´rations,
toutes les valeurs calcule´es sont donc strictement plus proches les unes
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des autres qu’a` l’e´tape n, car la valeur minimale a strictement augmente´
et la valeur maximale n’a pas augmente´.
Lemme 5.4. La valeur de mn ´mn de´croıˆt line´airement : si mn ‰ mn, alors il
existe un nombre d’ite´ration c, avec 1 ď c ď p, tel que
mn`c ´mn`c ă mn ´mn.
De´monstration. Si mn ‰ mn, c’est-a`-dire si le vecteur Yn n’est pas constant,
alors la moyennes des valeurs de Yn est strictement entre la plus petite
et la plus grande : mn ă mn ă mn. Ainsi, mn ă yn`p “ mn ` bnp ď mn
puisque 0 ď bnp ď 1 et pmn ` bnp q P Z (il n’est pas possible d’atteindre un
entier supe´rieur a` mn), et nous obtenons mn ď mn`1 ď mn`1 ď mn.
Ce raisonnement s’applique tant que mn`i ‰ mn`i, donc mn`i ă
yn`i`p ď mn`i et mn`i ď mn`i`1 ď mn`i`1 ď mn`i.
Si il existe c ď p tel que mn`c “ mn`c, alors le re´sultat est vrai. Dans
le cas contraire, pour 0 ď i ă p, nous avons mn ď mn`i ă yn`i`p ď
mn`i ď mn, or ces valeurs de la suite pyiqiPN composent Yn`p, et nous en
de´duisons donc mn ă mn`p ď mn`p ď mn, ce qui comple`te la preuve.
5.3.2 Convergence exponentielle faible
Nous montrons ici que le syste`me converge exponentiellement rapi-
dement vers un vecteur dont les valeurs sont proches les unes des autres
a` une constante inde´pendante de N pre`s. Intuitivement, lorsque mn´mn
est grand compare´ a` p, l’effet de la perturbation est ne´gligeable.
Lemme 5.5. Soit p fixe´. Il est existe une constante α et un n0 en Oplog Nq tels
que mn0 ´mn0 ă α.
De´monstration. Nous partons du vecteur Y0 “ tp´N, 0, . . . , 0, a0q, pour
lequel m0 ´m0 “ N ` a0 ď p`1p N puisque a0 ď Np (a0 est l’action de la
colonne 0 qui contient initialement N grains, et a` chaque fois que cette
colonne est tire´e elle perd p grains).
La relation liant Yn a` Yn`1 est
Yn`1 “ M Yn ` bnp K.
Puisque nous souhaitons prouver que Yn converge vers un vecteur
proche de la moyenne des valeurs de ses composantes, nous allons con-
side´rer l’e´volution d’un vecteur de distance a` la moyenne associe´ a` Yn,
en utilisant les vecteurs constants Mn “ pmn, . . . , mnq de Zp.
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Soit Zn “ Yn ´Mn, nous avons
Zn`1 “ O Zn ` bnp L ou`
"
O “ D M
L “ D K
et avec D “
¨˚




˝1 . . . 1... . . . ...
1 . . . 1
‹˛‚
car D M Yn “ D M D Yn.
L’objectif est alors de montrer qu’il existe un n0 en Oplog Nq tel que
la norme de Zn0 est borne´e par une constante.
Nous exprimons Zn en termes de Z0 et pbiqiPJ0 ; nJ :




Dans le but de prouver le re´sultat, nous allons montrer que l’appli-
cation line´aire O est finalement contractante (en anglais, eventually contrac-
ting), donc elle converge exponentiellement rapidement vers 0, son uni-
que point fixe ([KH96] Corollaire 2.6.13). C’est-a`-dire, On Z0 converge
vers 0 exponentiellement rapidement. Il restera alors a` borner supe´rieu-
rement la norme de la somme restante par une constante α pour obtenir
le re´sultat.
Pour prouver que O “ D M est finalement contractante, il suffit de
montrer que son rayon spectral (le plus grand module de ses valeurs
propres) est strictement infe´rieur a` 1 ([KH96] Corollaire 3.3.5). Ce point
est de´taille´ dans le Lemme 5.7 qui suit, en utilisant le fait que M est une
matrice compagnon dont le module des valeurs propres est borne´ par
un re´sultat de Enestro¨m et Kakeya.
Puisque m0 ´ m0 est en OpNq, }Z0}8 est e´galement en OpNq, et il
existe un n0 en Oplog Nq tel que }On0 Z0}8 ă 1.
Il reste a` borner supe´rieurement la somme restante. Nous utilise-
rons la norme des matrices, de´finie pour une matrice A par }A}8 “







pour une constante β inde´pendante de N. Nous avons ainsi





bi On´1´i L}8 ď β
et le fait que mn0 ´mn0 ď 2 }Zn0}8 comple`te la preuve avec α “ 2 β.
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polynoˆme caracte´ristique Nous pre´sentons une rapide e´tude du po-
lynoˆme
Rpxq “ xp´1 ` p´ 1
p




utilise´ dans la preuve du Lemme 5.7 qui suit.
Lemme 5.6. Le polynoˆme Rpxq a p´ 1 racines distinctes λ1, . . . ,λp´1, et pour
tout i, |λi| ď p´1p .
De´monstration. Nous commenc¸ons par montrer que Spxq “ p xp´1 Rp 1x q “
xp´1` 2 xp´2` ¨ ¨ ¨ ` pp´ 1q x` p a ses racines distinctes, ce qui implique
la meˆme conclusion pour Rpxq. Nous de´duisons la non e´galite´ des ra-
cines de Spxq par la co-primalite´ de Spxq et S1pxq. Avec µ “ ´p`1p pp`1q x` 1p
et ν “ 1p pp`1q x2 ´ 1p pp`1q x, nous obtenons µ Spxq ` ν S1pxq “ 1. Par le
The´ore`me de Bachet-Be´zout, PGCDpSpxq, S1pxqq “ 1 implique le re´sultat.
Pour la seconde partie du Lemme, nous utilisons un re´sultat clas-
sique de Enestro¨m et Kakeya (voir par exemple [Pra04] qui reprend le
re´sultat des papiers historiques [Eneoc ; Kak12]). Ce re´sultat affirme que
pour un polynoˆme anxn ` an´1xn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x` a0 dont tous les coeffi-













dans notre cas, nous obtenons que toutes les racines (possiblement com-
plexes) de Rpxq sont de module infe´rieur ou e´gal a` p´1p .
matrice contractante Nous montrons ici que la matrice O “ D M
est finalement contractante.
Lemme 5.7. Le rayon spectral de la matrice O est strictement infe´rieur a` 1.
De´monstration. M est une matrice compagnon, son polynoˆme caracte´ri-






xk “ px´ 1qRpxq
avec Rpxq “ xp´1 ` p´1p xp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` 2p x ` 1p (voir par exemple [HJ90]).
D’apre`s le Lemme 5.6 nous savons que Rpxq a p ´ 1 racines distinctes
λ1, . . . ,λp´1, toutes comprises entre 1p et
p´1
p . L’ensemble des valeurs
propres de M est donc Mλ “ t1,λ1, . . . ,λp´1u. Nous allons montrer que
l’ensemble des valeurs propres de O “ D M est DMλ “ t0,λ1, . . . ,λp´1u.
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Soient v0, . . . , vp´1 des vecteurs propres non nul respectivement as-
socie´s aux valeurs propres 1,λ1, . . . ,λp´1 de M. Le cas particulier v0 per-
met de conclure que 0 est valeur propre de DM, et les autres valeurs
propres de M sont e´galement valeurs propres de DM avec les vecteurs
propres v1, . . . , vp´1 :
DM v0 “ D v0 puisque la valeur propre associe´e est 1, et D v0 “ 0
car l’espace propre associe´ a` la valeur propre 1 est l’hyperplan des
vecteurs constants. Ainsi 0 est valeur propre de DM.
Pour les autres vecteurs propres, c’est-a`-dire pour 1 ď i ď p ´




k“0 vik , avec vik la k
ie`me composante du vecteur vi. vi ´ ci ‰ 0, et
DM pvi ´ ciq “ D pM vi ´M ciq
“ D pλi vi ´ ciq
“ λi D vi ´D ci
“ λipvi ´ ciq ´ 0
ou` la dernie`re e´galite´ est obtenue par de´finition de D : D vi “
vi ´ ci. En conse´quence, λi est une valeur propre de D M.
Pour conclure, DMλ “ t0,λ1, . . . ,λp ´ 1u et le rayon spectral de O “
D M est infe´rieur ou e´gal a` p´1p .
5.3.3 Convergence exponentielle forte
A` partir des Lemmes 5.4 et 5.5, nous pouvons prouver le re´sultat
attendu.
Lemme 5.8. Soit p fixe´. Il existe un n en Oplog Nq tel que Yn est un vecteur
constant.
De´monstration. Soit p fixe´. En partant de m0 ´m0 en OpNq, nous avons
une constante α et un n0 en Oplog Nq tels que mn0 ´ mn0 ă α graˆce
a` la convergence exponentielle a` une e´chelle large (Lemme 5.5). En-
suite, apre`s p ite´rations la valeur de mn0`p ´mn0`p de´croıˆt d’au moins
1 (Lemme 5.4). Ainsi, il existe un nombre d’ite´rations β, avec β ď p α,
tel qu’apre`s β ite´rations supple´mentaires a` partir de n0, nous ayons
mn0`β ´ mn0`β “ 0. C’est-a`-dire que Yn0`β est un vecteur constant, et
n0 ` β est en Oplog Nq.
Dans cette preuve, ni l’e´tude discre`te ni l’e´tude continue n’est con-
cluante en elle-meˆme. D’un coˆte´, l’e´tude discre`te donne une convergence
line´aire et non exponentielle du syste`me. De l’autre coˆte´, l’e´tude continue
donne une convergence exponentielle vers un vecteur constant, mais a`
elle seule la partie continue n’atteint jamais le vecteur constant mais tend
asymptotiquement vers lui. C’est la combinaison de ces deux modalite´s
(discre`te et continue) qui permet de conclure.
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Remarque 5.9. Notons que pour p “ 1, le syste`me moyennant a une dy-
namique triviale. Pour p “ 2, son comportement est moins e´vident, mais
des simplifications majeures apparaissent : la nouvelle valeur calcule´e
est la moyenne de deux valeurs, donc dans ce cas la diffe´rence mn ´mn
de´croıˆt d’un facteur deux a` chaque ite´ration.
5.4 Emergence des vagues
Rappelons que nous appelons vague le motif p ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1 sur la suite
des pentes. Le Lemme 5.8 montre qu’il existe un n en Oplog Nq tel que
Yn est un vecteur constant. Dans cette partie, nous commencerons par
montrer que si Yn est un vecteur constant, alors a` partir de la colonne n
la suite des pentes est exclusivement constitue´e de vagues, se´pare´es par
un nombre arbitraire de 0. Il semble eˆtre ne´cessaire de de´passer notre
e´tude directe de la dynamique interne d’un seule point fixe pour raffiner
ce re´sultat, ce que nous proposerons dans la partie 5.4.2 concluant la
preuve du The´ore`me 2.11.
5.4.1 Emergence faible
Lemme 5.10. Yn est un vecteur constant de Zp implique
pipNqJn ;8J P ´0` pp ¨ p´1 ¨ . . . ¨ 1q¯˚0ω
De´monstration. L’ide´e de cette preuve suit l’application de la Remarque
5.2. Si Yn est un vecteur constant, alors bn vaut 0 ou p. Si bn “ 0, alors Yn`1
est toujours un vecteur constant ; si bn “ p, alors la suite pbiqiPJn ; n`pJ est
de´termine´e a` prendre les valeurs p ¨ p´ 1 ¨ . . . ¨ 1, et Yn`p est a` nouveau
un vecteur constant. Le diagramme suivant illustre cette observation :
le sommet gris correspond a` un Yn constant, et a` chaque ite´ration nous
suivons un arc dont l’e´tiquette donne la valeur de bn. En partant du
sommet gris, les e´tiquettes de tout chemin terminant sur le sommet gris




Concentrons nous sur les valeurs de Yn. Le fait que ses composantes
sont entie`res, et particulie`rement la dernie`re, va jouer un roˆle tre`s impor-
tant dans la de´termination de la valeur bn, car 0 ď bn ď p (bn est la pente
du point fixe pipNq a` l’indice n, c’est-a`-dire bi “ pipNqi).
Nous partons de l’hypothe`se Yn “ tpα, . . . , αq pour une constante
α P Z, donc d’apre`s la relation Yn`1 “ M Yn ` bnp K nous avons Yn`1 “
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tpα, . . . , α, α` bnp q. Yn`1 est un vecteur d’entiers et α est un entier, donc bn
vaut 0 ou p.
Si bn “ 0 alors Yn`1 “ tpα, . . . , αq et nous sommes de nouveau dans
la situation de de´part.
Si bn “ p alors Yn`k`1 “ tpα, . . . , α, α ` 1q d’apre`s la relation ci-
dessus. Un motif de vague e´merge alors.
Si Yn`1 “ tpα, . . . , α, α`1q, alors Yn`2 “ tpα, . . . , α, α`1, pα`1`bn`1p q
et cela de´termine bn`1 “ p´1 de fac¸on a` ce que Yn`2 “ pα, . . . , α, α`
1, α` 1q soit un vecteur d’entiers.
Si Yn`2 “ tpα, . . . , α, α ` 1, α ` 1q, alors Yn`2 “ tpα, . . . , α, α `
1, pα`2`bn`2p q et cela de´termine bn`2 “ p ´ 2 de fac¸on a` ce que
Yn`3 “ tpα, . . . , α, α` 1, α` 1, α` 1q soit un vecteur d’entiers.
Ainsi de suite, nous avons bn`i “ p´ i pour 0 ď i ă p, et finale-
ment Yn`p “ tpα` 1, . . . , α` 1q est un vecteur constant (notons
que Y0 a une moyenne ne´gative, ce qui est consistant avec le α` 1
obtenu).
Nous sommes donc de nouveau dans la situation de de´part, apre`s
qu’une vague entie`re soit apparue.
Naturellement, ce processus continu tant que Yn ‰ 0.
En composant les Lemmes 5.8 et 5.10, nous pouvons montrer l’e´mer-
gence, a` partir d’une colonne logarithmique en N, des motifs de vague
tels qu’ils sont pre´sente´s dans le Lemme 5.10.
Corollaire 5.11. Soit p fixe´. Pour tout nombre de grains N, il existe une co-
lonne n en Oplog Nq telle que
pipNqJn ;8J P ´0` pp ¨ p´1 ¨ . . . ¨ 1q¯˚0ω
Notons que la Proposition 2.7, affirmant qu’il est impossible d’avoir
des se´quences de plus de p`1 hauteurs conse´cutives e´gales sur les confi-
gurations atteignables depuis pN, 0ωq, nous permet d’obtenir le Corol-
laire suivant.
Corollaire 5.12. Soit p fixe´. Pour tout nombre de grains N, il existe une co-
lonne n en Oplog Nq telle que
pipNqJn ;8J P
˜









0i “ 0 . . . 0lomon
p
` ¨ ¨ ¨ ` 00` 0` e.
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Ce re´sultat indique qu’a` partir d’un indice logarithmique en le nom-
bre de grains, les points fixes sont constitue´s de vagues se´pare´es par des













Figure 5.2 – Emergence de motifs de vague faibles (Corollaire 5.12) :
illustration de l’expression re´gulie`re ˆ







Dans le but de prouver le The´ore`me 2.11, nous raffinons le Corollaire
5.12 pour montrer qu’il y a au plus un plateau de taille 2 parmi les
motifs de vague, correspondant a` un symbole 0 dans la suite des pentes.
Il semble ne´cessaire de de´passer l’e´tude directe pour le point fixe pipNq
pre´sente´e ci-avant, et de conside´rer la dynamique des points fixes de pip0q
a` pipNq, par une induction sur N.
Le Corollaire 5.12 (qui renforce le Corollaire 5.11) donne la suite des
pentes a` partir d’un indice n. Le lemme qui suit utilise le Lemme 3.5 de
localite´ des avalanches pour e´tudier le comportement d’une avalanche
sur une telle suite de pentes, et montrer qu’elle a` la proprie´te´ d’eˆtre
pleine a` partir de n et termine sur la premie`re pente de valeur 0 qu’elle
rencontre.
Lemme 5.13. Soient n et N tels que
pipNqJn ;8J P pp ¨ p´1 ¨ . . . ¨ 1q´0` pp ¨ p´1 ¨ . . . ¨ 1q¯˚0ω.
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sN`1 de´signe la pN ` 1qie`me avalanche, et nous avons
L1pp, N ` 1q ď n ;
et si max sN`1 ě n alors max sN`1 “ min ti ą n : pipNqi “ 0u ´ p.
De´monstration. Dans le cas ou` max sN`1 ă n, les deux parties du re´sultat
sont imme´diatement vraies. Conside´rons le cas ou` max sN`1 ě n.
Nous montrons les deux parties du Lemme par induction sur le
nombre de vagues conse´cutives (sans 0 entre elles). Le Lemme 3.5 de
localite´ des avalanches nous permet d’observer que :
1. nous avons au moins un pic toutes les p colonnes ;
2. et les pics sont ne´cessairement de pente p dans pipNq.
Pour de´marrer l’induction, remarquons que le plus grand indice tire´
par la pN` 1qie`me avalanche, max sN`1, est par de´finition un pic. Puisque
max sN`1 ě n, il y a donc au moins un pic parmi les indices n a` n` p´ 1
(observation 1), or pipNqJn ; n`p´1K est une vague, donc l’unique pic est a`
l’indice n (l’unique valeur p, observation 2).
L’hypothe`se d’induction est la suivante : nous avons q un pic avec
pipNqq “ p qui appartient a` une vague allant de q a` q` p´ 1. Montrons
que si la prochaine vague est conse´cutive (q` p ‰ 0) alors q` p est un
pic et les colonnes q ` 1 a` q ` p ´ 1 sont des cols (premie`re partie du
re´sultat) ; et si q` p “ 0 alors q “ max sN`1 (deuxie`me partie du re´sultat,
et termine la premie`re partie du re´sultat).
Si q` p ‰ 0, c’est-a`-dire si nous avons une vague des indices q` p
a` q` 2 p´ 1, alors par les observations 1 et 2, la colonne q` p est
un pic. Les colonnes q` 1 a` q` p´ 1 sont alors des cols dans sN`1
(ce ne sont pas des pics par l’observation 2) :
. . . pp
Ò
q
¨ . . . ¨ 2 ¨ 1qpp
Ò
q`p
¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q . . .
l’e´boulement de q ` p donne p unite´s de pente a` q ` p ´ 1, or
pipNqq`p´1 “ 1 donc cette colonne devient instable et s’e´boule ;
l’e´boulement de q` p´ 1 donne p unite´s de pente a` q` p´ 2, or
pipNqq`p´2 “ 2 donc cette colonne devient instable et s’e´boule ;
. . .
l’e´boulement de q` 2 donne p unite´s de pente a` q` 1, or
pipNqq`1 “ p´ 1 donc cette colonne devient instable et s’e´boule.
Les colonnes q` 1 a` q` p´ 1 sont donc bien des cols, et nous avons
le pic q` p qui appartient a` une vague allant de q` p a` q` 2 p´ 1
(hypothe`se d’induction pour q` p).
Si q` p “ 0 :
. . . pp
Ò
q
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D’apre`s l’observation 2 il n’y a pas de pic parmi les colonnes q` 1
a` q` p, et par l’observation 1 nous avons que q est le plus grand
pic de l’avalanche, ce qui montre la deuxie`me partie de l’e´nonce´.
La premie`re partie du re´sultat est montre´e directement car tous les in-
dices de n a` max sN`1 sont e´boule´s (nous pouvons aussi appliquer le
Corollaire 3.7 a` la premie`re e´tape de l’induction).
D’apre`s le Corollaire 5.12, ce Lemme s’applique pour une colonne n
en Oplog Nq. Nous avons alors L1pp, Nq en Oplog Nq, c’est-a`-dire que la
Nie`me avalanche est pleine a` partir d’un indice logarithmique en N, et
nous en de´duisons le Corollaire suivant.
Corollaire 5.14. Soit p fixe´, Lpp, Nq est en Oplog Nq.
Nous pouvons conclure ce chapitre par une preuve du The´ore`me 2.11
de´crivant asymptotiquement comple`tement la forme des points fixes.
Nous partons du re´sultat du Corollaire 5.12 de´crivant le point fixe a`
partir d’un indice n par des vagues se´pare´es par des suites de pentes
e´gales a` 0, et montrons par induction sur le nombre de grains que le
point fixe comporte toujours au plus un plateau qui est de taille 2 sur les
colonnes a` la droite de n, en utilisant le Lemme 5.13 qui nous dit ou` les
avalanches s’arreˆtent.
The´ore`me 2.11. Soit p fixe´. Pour tout nombre de grains N, il existe une co-
lonne n en Oplog Nq telle que
pipNqJn ;8J P pp ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q˚ 0 pp ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q˚0ω
De´monstration. Nous montrons le re´sultat par induction sur le nombre
de grains N. D’apre`s le Corollaire 5.12, pour tout N1 ď N il existe une
colonne n1 en Oplog N1q telle que pipN1qJn1 ;8J est de la forme˜






Soit N l’ensemble de ces indices n1 (pour N1 de 0 a` N). Nous allons
conside´rons la colonne ` “ maxN ` p qui est en Oplog Nq, et montrer
que pipNqJ` ;8J comporte au plus un plateau de taille 2.
Nous prouvons le re´sultat par induction, en supposant que pour un
certain N1 avec N1 ă N nous avons au plus une valeur de pente 0 dans
pipN1qJ` ;8J (en dehors du 0ω final), et en montrant qu’alors ceci est tou-
jours vrai pour N1 ` 1. Soit q “ min ti ě ` : pipN1qi “ 0u l’indice de la
valeur de pente 0 parmi les vagues, ou le premier indice de la se´quence
infinie de 0. Pour pipN1q, nous avons sche´matiquement
. . . pp
Ò
q´p
¨ p´ 1 ¨ . . . ¨ 1q 0
Ò
q
pp ¨ p´ 1 ¨ . . . ¨ 1q˚ 0ω
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avec ` ď q.
Si max sN
1`1` p ă ` alors cette avalanche ne modifie pas les pentes
a` droite de l’indice ` (inclus), donc pipN1 ` 1qJ` ;8J comporte tou-
jours au plus une valeur de pente 0.
Si max sN
1`1 ` p ě ` alors par de´finition de ` nous pouvons appli-
quer le Lemme 5.13 pour une colonne infe´rieure ou e´gale a` `´ p,
ce qui nous donne
L1pp, N1 ` 1q ď `´ p (hypothe`se Hpleine)
max sN
1`1 “ min ti ą `´ p : pipN1qi “ 0u ´ p
Puisque max sN
1`1 ` p ě `, nous avons
min
 
i ą `´ p : pipN1qi “ 0
( ě `
ce qui signifie d’apre`s notre hypothe`se d’induction que
max sN
1`1 “ q´ p.
Graˆce a` la ple´nitude de l’avalanche avant l’indice `´ p (hypothe`se
Hpleine), nous pouvons appliquer la Proposition 3.10 pour connaıˆtre
les valeurs de pipN1` 1q sur la droite de l’indice `, avec max sN1`1 “
q´ p :
pipN1 ` 1qq´p “ 0 ;
pipN1 ` 1qq´p`i “ pipN1qq´p`i ` 1 pour i P J1 ; pK ;
pipN1 ` 1qi “ pipN1qi pour i ě ` et i R Jq´ p ; qK.
Ainsi la valeur de pente 0 est ! remonte´e " d’une vague sur la
gauche, ce qui conclut la preuve.
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Nous proposons une discussion du re´sultat, des pre´cisions qu’il estenvisageable d’y apporter, et dans quelles directions l’e´tude plus
approfondie de la me´thode employe´e pourrait apporter des e´claircis-
sements.
6.1 Description asymptotique
Le The´ore`me 2.11 est une caracte´risation asymptotique de la forme
des points fixes du mode`le de pile de sable Kadanoff, en fonction du
nombre de grains N et du parame`tre p, montrant l’e´mergence a` par-
tir d’une colonne vpNq en Oplog Nq de formes de vague re´pe´te´es tre`s
re´gulie`rement. Soulignons qu’asymptotiquement, la taille wpNq du sup-





ce qui signifie que la taille relative de la partie non capture´e par la des-
cription du The´ore`me 2.11 est asymptotiquement nulle, et que les points
fixes sont en ce sens asymptotiquement quasi-comple`tement constitue´s de
vagues.
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6.2 Pre´cision du re´sultat
6.2.1 Borne infe´rieure
Une approche pour raffiner l’ide´e d’e´mergence des vagues sur les
points fixes serait de montrer que les motifs de vague re´guliers n’appa-
raissent pas avant un indice logarithmique.
Conjecture 6.1. Soit p fixe´. Pour tout nombre de grains N, la plus petite
colonne n ve´rifiant la formule ci-dessous est en Θplog Nq.
pipNqJn ;8J P pp ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q˚ 0 pp ¨ . . . ¨ 2 ¨ 1q˚ 0ω
6.2.2 Formule close
Trouver, pour la colonne a` partir de laquelle les vagues apparaissent,
une formule close incluant le parame`tre p (plutoˆt qu’une asymptote pour
p fixe´) permettrait de comple´ter l’e´tude du mode`le de pile de sable Ka-
danoff. Nous pouvons nous inspirer du travail de Guillaume Hanrot,
Xavier Pujol et Damien Ste´hle´ qui pre´sentent l’e´tude d’un syste`me dy-
namique proche, pour borner le temps d’exe´cution d’un algorithme de
re´duction de re´seaux [HPS11].
D’apre`s les termes et notations du chapitre 5, il s’agit d’utiliser la
norme euclidienne }.}2 pour borner le temps de convergence du syste`me
moyennant. Pour un vecteur Yn de ce syste`me, nous conside´rons la dy-
namique des diffe´rences a` la moyenne Zn “ Yn ´ Mn, via la transfor-
mation non-line´aire Zn “ On Z0 ` s ou` la norme euclidienne du terme
s est borne´e supe´rieurement par 11´}O}2 }L}2 (preuve du Lemme 5.5), et
O “ D M avec
D “
¨˚




˝1 . . . 1... . . . ...
1 . . . 1
‹˛‚ M “
¨˚









La difficulte´ est alors d’e´tudier la vitesse de convergence (vers 0) en
fonction de n de la norme euclidienne du terme line´aire On Z0. Nous
avons
}On Z0}2 “ tZ0
`tOO˘n Z0
avec t la transpose´e des vecteurs et matrices. Remarquons que tOO est
une matrice syme´trique, par exemple pour p “ 4 :
tO4O4 “ 143
¨˚
˚˝ 3 ´1 ´1 ´1´1 43 ´21 ´21´1 ´21 43 ´21
´1 ´21 ´21 43
‹˛‹‚.
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Nous pouvons donc appliquer le The´ore`me spectral (voir par exemple
[Hal63]), qui nous indique que toutes les valeurs propres de tOO sont
re´elles, et que cette matrice est diagonalisable dans une base ortho-
norme´e de vecteurs propres. La recherche d’une telle base parait abor-
dable, mais dans notre cas ce ne serait pas suffisant car 1 semble tou-
jours valeur propre de tOO, donc nous ne pourrions pas obtenir une
de´croissance exponentielle en n de tZ0 ptOOqn Z0. Une issue possible est
de conside´rer la matrice ptOOqp´1, qui a expe´rimentalement toutes ses
valeurs propres infe´rieures a` 1. L’obstacle de cette approche consiste a`
exprimer les valeurs propres de ptOOqp´1 par un calcul symbolique.
Plus ge´ne´ralement, il parait be´ne´fique de creuser les liens entre les
proble`mes de re´duction de re´seau et de comportement des piles de sable,
qui ont e´te´ e´tablis re´cemment et semblent pre´gnants [MV10].
6.2.3 Configurations atteignables
Une caracte´risation simple des configurations atteignables a` partir
d’un nombre fini de grains empile´s sur une seule colonne, c’est-a`-dire
des e´le´ments de KSPMpp, Nq, permettrait sans doute une meilleur com-
pre´hension de la dynamique du mode`le Kadanoff. Les strate´gies d’extreˆ-
me gauche (les avalanches) e´tudie´es dans les chapitres 3 et 4 ne nous font
visiter qu’un sous ensemble tre`s restreint des configurations atteignables.
En effet, la pente de toute colonne d’une configuration atteinte au cours
de la Nie`me avalanche pour un parame`tre p est toujours comprise entre
0 et 2 p (le cas de la colonne 0 est e´ventuellement diffe´rent). Or, nous
atteignons facilement pour tout p une pente arbitraire a` une position
arbitraire :
dans un premier temps, remarquons qu’avec N “ j pp` 1qi nous
pouvons obtenir une pente de j a` l’indice i p par la strate´gie
s “ p0, . . . , 0loomoon
j pp`1qi´1
, p, . . . , plooomooon
j pp`1qi´2
, 2 p, . . . , 2 plooooomooooon
j pp`1qi´3
, . . . , pi´ 1q p, . . . , pi´ 1q ploooooooooooomoooooooooooon
j
q.
A` chaque e´tape nous avons suffisamment de pente sur la colonne
tire´e (graˆce au groupe d’e´boulements qui pre´ce`de), et les j derniers
e´boulements donnent j unite´s de pente a` la colonne d’indice i p ;
ensuite, notons que les pentes des colonnes pi´ 1q p a` i p´ 1 sont
de valeur 0 car
la colonne pi´ 1q p a rec¸u j pp` 1q fois 1 unite´ de pente par les
e´boulements de la colonne pi´ 2q p, et a donne´ j fois p` 1 unite´s
de pente par ses propres e´boulements ;
aucune des colonnes qui changent sur la pente aux indices
pi´ 1q p` 1 a` i p´ 1 ne sont e´boule´es dans la strate´gie s.
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Nous obtenons alors une pente de valeur j1 a` l’indice i p ` i1 en





et en poursuivant la strate´gie s avec












, . . . , pi´ 1q p` i1, . . . , pi´ 1q p` i1loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
j1
q
A` chaque e´tape nous avons suffisamment de pente sur la colonne
tire´e (graˆce au groupe d’e´boulements qui pre´ce`de), et les j1 derniers
e´boulements donnent j1 unite´s de pente a` la colonne d’indice i p`
i1, qui valait 0.
Alors avec la strate´gie strate´gie s ¨ s1, nous atteignons une confi-










grains empile´s, pour tous i, i1 et j1.
Pour le mode`le KSPM(1)=SPM, une caracte´risation e´le´gante est pos-
sible a` partir des plateaux et des falaises : deux plateaux doivent eˆtre
se´pare´s par au moins une falaise. La ge´ne´ralisation a` tout parame`tre p
du mode`le KSPM ne´cessite davantage de contraintes.
6.3 Emergence, discre´tude et continuite´
Notre e´tude du comportement asymptotique des piles de sable peut
eˆtre interpre´te´ comme e´tant a` la frontie`re entre phe´nome`nes discrets et
continus. Nous avons de´ja` souligne´ que lorsqu’un point fixe comporte
peu de grains, chacun de ces grains contribue pour une grande part a`
la forme du point fixe, alors que lorsque le nombre de grains est tre`s
important, chacun compte peu dans la forme globale du point fixe. En
e´tudiant de fac¸on pre´cise la forme du point fixe pour un grand nombre
de grains, il en ressort une interpre´tation naturelle d’un lien ces deux
modalite´s. La forme de vague sugge`re d’eˆtre repre´sentative du compor-
tement continu par son analogie avec un liquide, alors que le segment
initial a` l’allure de´sordonne´e ferait re´fe´rence au comportement discret.
Il en ressort que le mode`le de pile de sable Kadanoff se´pare les moda-
lite´s discre`tes et continues sur deux parties distinctes des points fixes.
De plus, la forme asymptotique des points fixes est alors entie`rement
continue, ce qui est satisfaisant. Remarquons que le comportement in-
terpre´te´ comme continu e´merge de la partie discre`te, car tous les grains
qui la composent en sont issus !
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Il semble approprie´ de parler d’e´mergence dyna-
mique des vagues : pour un parame`tre p une vague








p pp` 1q pp` 2q grains.
Cependant (sauf pour p “ 1) le point fixe pipvq ne
forme jamais une vague : a` la premie`re application
de la re`gle des grains sont pre´sents sur p ` 1 co-
lonnes diffe´rentes, or la vague concerne p colonnes.
Les vagues ne sont donc pas cre´e´es imme´diatement.
Soulignons que nous montrons qu’il e´merge des motifs tre`s re´guliers
sans rien pouvoir dire de la partie gauche (avant les vagues). Com-
prendre ce segment initial semble difficile car nous avons deux intuitions
contradictoires : il semble expe´rimentalement tre`s peu ordonne´ avec de
nouveaux motifs apparaissant toujours plus tard au cours de la dyna-
mique ; et pourtant la re´gularite´ d’apparition des motifs de vague en
e´merge. Etudier quel(s) sens du mot ! de´sordre " il est possible de placer
ou non derrie`re une partie de laquelle e´merge rapidement une re´gularite´
aussi forte serait inte´ressant pour la compre´hension des conditions d’ap-
parition des phe´nome`nes d’e´mergence.
6.4 Vers le mode`le de tas de sable BTW
La preuve du The´ore`me 2.11 pre´sente´e dans le chapitre 5 comporte
quelques e´le´ments inattendus. Dans le but de montrer l’apparition expo-
nentiellement rapide des motifs de vague, il semble naturel de conside´rer
une forme de dynamique spatiale des points fixes de la gauche vers la
droite (comme le font le syste`me de la dynamique interne et le syste`me
moyennant). La difficulte´ repose sur l’harmonisation des composantes
continue et discre`te de cette dynamique, et l’approche pre´sente´e est
de´licate : apre`s avoir e´tabli la convergence du syste`me moyennant vers
des vecteurs constants (Yn), nous retrouvons la valeur de la pente (bn)
sans certitude, mais avons tout de meˆme suffisamment d’information
pour conclure. Cette inde´cision est probablement lie´e a` la pre´sence du
symbole 0 : notre preuve de la convergence du syste`me moyennant
donne un ordre de grandeur qui ne permet en principe pas de de´duire
la position exacte du 0, donc notre de´duction de la forme du point
fixe semble ne´cessairement impre´cise. Comprendre plus en de´tail ces
conside´rations verbeuses pourrait peut-eˆtre permettre d’utiliser cette
me´thode pour e´tudier d’autres syste`mes non-line´aires.
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Figure 6.1 – Configuration stable obtenue par l’ajout de 4.106 grains au
centre d’une grille infinie, selon le mode`le de tas de sable BTW. Le code
couleur va de 0-blanc a` 3-noir.
Figure disponible et emprunte´e sur la page personnelle de David Perkinson
http://people.reed.edu/~davidp/sand/gallery/
Sans aller trop loin, regardons la figure 6.1 du mode`le de tas de sable
BTW. L’e´mergence des structures re´gulie`res sur l’exte´rieur, a` partir d’un
centre a` l’allure de´sordonne´e, semble partager un certain nombre de
caracte´ristiques avec les points fixes du mode`le KSPM, bien qu’ici les
re´gularite´s semblent plus difficiles a` de´crire.
6.5 Paradoxe sorite
Terminons par une application du The´ore`me 2.11 au fameux para-
doxe sorite, vraisemblablement formule´ pour la premie`re fois par Eubu-
lide de Milet aux cours du ive sie`cle av. J.-C. [LG65]. Cette re´flexion
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ne s’applique formellement qu’a` la distinction entre tas et non-tas dans
le mode`le de pile de sable Kadanoff unidimensionnel, pour lequel nous
pouvons proposer une solution par la formulation d’une limite pre´cise et
naturelle ; nous la pre´sentons toutefois sous une forme plus distrayante
en remplac¸ant grain par centime et tas par riche.
Une personne qui ne posse`de pas ou tre`s peu d’argent est appele´e
pauvre. Une personne pauvre qui rec¸oit 1 centime reste pauvre. Ne´anmoins,
si le gain de 1 centime est re´pe´te´ un tre`s grand nombre de fois, alors
la personne devient riche. La question est alors : quand exactement la
personne devient-elle riche ? Une re´ponse pourrait eˆtre que la richesse
apparait lorsque l’argent commence a` faire des vagues. . .
-
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Imagine´ par Oscar Gnouros, 2008
Socrate – Dis-moi, Oˆ Etranger, ton talent
est-il a` la hauteur de ta re´putation, et de ton nom
meˆme ?
Domosoge`ne – Socrate, j’ose le dire. Do-
mosoge`ne, ! le constructeur de maison ", est
le plus grand mac¸on de tous les Grecs. Oui So-
crate, j’ose le dire. Phidias lui-meˆme n’e´gale pas
mon talent. Le Parthe´non que tu vois n’aurait
pas e´te´ construit sans les conseils avise´s que je
donnais a` lui, a` Callicrate`s et a` Ictinos. C’est
moi qui conseillait Pe´ricle`s pour l’approvision-
nement du ciment.
Socrate – C’est vrai que moi-meˆme j’ai pu
voir de mes yeux ton grand talent lorsque nous
deux nous sculptions peu avant la bataille de
. . . [le manuscrit est ici illisible]. Toi tu e´tais
venu vendre ta science en notre e´cole et je me
souviens que tu e´tais arrive´ dans notre Cite´ en
meˆme temps que Protagoras, qui est ce maıˆtre
pour les choses de l’esprit.
Domosoge`ne – Tu dis bien, Socrate. Sauf
que je suis bien supe´rieur a` tous ces sophistes.
Hippias lui-meˆme n’a jamais construit de mai-
son et n’en est reste´ qu’a` des veˆtements !
Socrate – C’est vrai. Je doute meˆme que
Hippias n’en soit jamais reste´ qu’a` de belles
marmites [allusion au dialogue Hippias majeur].
Mais dis-moi, Oˆ Domosoge`ne, le plus grand
mac¸on de tous les Grecs, pour construire une
maison, il faut des mate´riaux ?
Domosoge`ne – Oui, Socrate. Toutes sortes
de mate´riaux. Et pour construire une belle mai-
son, il faut de beaux mate´riaux.
Socrate – Donc, un bon mac¸on sera celui
qui construira une bonne maison, et qui choisira
les bons mate´riaux.
Domosoge`ne – C’est cela meˆme. Et je me
vente d’eˆtre le meilleur mac¸on de tous les
Grecs, c’est-a`-dire celui capable de construire les
meilleures maisons en choisissant les meilleurs
mate´riaux.
Socrate – Ce n’est pas une taˆche facile que
de choisir ces mate´riaux. Car ces mate´riaux, cer-
tains sont simples, et d’autres sont complexes,
n’est-ce pas ?
Domosoge`ne – Complexes, tu veux dire
compose´s ?
Socrate – Absolument. Tes maisons, tu les
construits avec des e´le´ments simples, comme
cette poutre que je vois la`, mais aussi avec
des e´le´ments complexes – ou compose´s si tu
pre´fe`res – comme ce sable qui est ici.
Domosoge`ne – Pre´cise´ment, Socrate. Et
tu n’imagines pas combien cette taˆche est
difficile. Certains mac¸ons ne parviennent ja-
mais a` se´lectionner les meilleurs e´le´ments et
construisent des maisons qui n’ont pas besoin
de Pose´idon pour branler. Pour ma part, je ne
connais pas ce malheur. Je suis toujours parvenu
a` trouver les meilleures pie`ces et l’e´branleur des
terres est bien en peine d’en venir a` bout !
Socrate – Par Zeus, me´fie-toi de ne pas
t’attirer ses foudres a` parler de son fre`re ainsi !
Mais de graˆce, Domosoge`ne, re´ponds-moi. De
ces deux types de mate´riaux, les simples et les
compose´s, quels sont les plus difficiles a` se pro-
curer ?
Domosoge`ne – Ils sont tous deux diffi-
ciles. Trouver un bon e´le´ment simple, une bonne
poutre, c’est comme trouver le meilleur nom
pour Zeus. La taˆche, tu t’en doutes, n’est pas
facile.
Socrate – Mais les e´le´ments compose´s ne
sont-ils pas encore plus difficiles a` trouver ? Ce
sable, par exemple.
Domosoge`ne – Tu dis bien, Socrate. Ces
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e´le´ments compose´s sont constitue´s d’e´le´ments
simples. Trouver un bon e´le´ment simple n’est
pas simple, trouver plusieurs bons e´le´ments
simples est encore moins simple. Et quand bien
meˆme, Socrate, tu aurais trouve´ tous ces bons
e´le´ments simples, encore te faudrait-il parvenir
a` re´ussir un bon me´lange de ceux-la`.
Socrate – Si trouver le meilleur e´le´ment
simple est trouver le meilleur nom pour un
Dieu, si trouver les meilleurs e´le´ments simples
est trouver les meilleurs noms pour les Dieux,
alors il faut eˆtre Home`re pour accomplir la taˆche
qui est de tous les rassembler au mieux. Finale-
ment, Domosoge`ne, tu es un poe`te, un poe`te du
tas de sable !
Domosoge`ne – Parfaitement.
Socrate – Mais dis-moi, Domosoge`ne,
qu’est-ce qu’un tas de sable ?
Domosoge`ne – Je te l’ai dit, Socrate. Un
rassemblement de grains de sable.
Socrate – Un grain de sable suffit-il a` lui
seul a` constituer un tas de sable ?
Domosoge`ne – Certes non, Socrate. Il en
faut plusieurs.
Socrate – Il en faut plusieurs, donc. Peut-
eˆtre deux ?
Domosoge`ne – Je ne pense pas. Il en faut
beaucoup d’autres.
Socrate – Alors combien ? Trois grains de
sable ?
Domosoge`ne – Trois suˆrement pas.
Socrate – Il est vrai. Trois n’est pas assez.
Peut-eˆtre quatre ? Combien te faut-il de grains
de sable pour constituer ton tas ?
Domosoge`ne – A` vrai dire, Socrate, tu
poses la` une question embarrassante. Je suis
bien en peine de te dire a` partir de combien de
grains de sable un tas peut se constituer.
Socrate – Pourtant, il existe bien des tas de
sable ?
Domosoge`ne – Sans contredit. En voila` un
derrie`re nous.
Socrate – Voici ce que je te propose. Si
nous ne pouvons pas de´terminer combien de
grains de sable il nous faut pour constituer un
tas, prenons ce tas de sable, comptons ses grains,
et nous saurons que lorsque nous avons tant de
grains, nous avons un tas.
Domosoge`ne – Ce tas de sable est constitue´
de 12 960 000 grains de sable [ce qui correspond
au nombre nuptial e´voque´ dans la Re´publique et
calcule´ par Diels, ce que ni ce dernier, ni Matte´i
n’ont jamais pris la peine de souligner].
Socrate – Mais que se passe-t-il, Oˆ sage
Domosoge`ne, si nous de´cidons d’enlever un
grain de sable de ce tas ? Aurions-nous toujours
un tas ?
Domosoge`ne – Sans aucun doute.
Socrate – Et si nous en enlevions un
autre ? Et encore un autre ?
Domosoge`ne – Ce serait encore un tas.
Socrate – Pourtant, si l’on suit ton raison-
nement, cela signifierait que meˆme si notre tas
n’est plus constitue´ que d’un seul grain de sable,
il est toujours un tas. Ou meˆme : que s’il n’y a
plus de tas, nous avons un tas.
Domosoge`ne – C’est vrai, Socrate. Voila`
qui ajoute a` mon embarras pre´ce´dent.
Socrate – Et au mien e´galement. Avant
nous ne savions pas comment constituer un tas
de sable. Maintenant, nous ne savons pas com-
ment le de´faire. En effet, Domosoge`ne, c’est un
dur me´tier que celui de mac¸on. Il lui faut consti-
tuer et de´faire des tas, mais cela est d’une diffi-
culte´ qui semble ici nous de´passer.
Domosoge`ne – A` vrai dire Socrate, tu m’as
de´montre´ que j’e´tais bien incapable de faire ou
de de´faire des tas. Je pensais eˆtre un grand
mac¸on, je n’en suis plus suˆr de´sormais.
Socrate – Pourtant, Domosoge`ne, je suis
pour ma part convaincu que tu es un grand
mac¸on. Meˆme, on voit tous les jours de grandes
et belles maisons, et celles-ci ont ne´cessairement
e´te´ construites par de grands mac¸ons. C’est donc
qu’il y a des mac¸ons, et qu’il doit par conse´quent
leur eˆtre possible de constituer des tas.
Domosoge`ne – Pour moi, Socrate, je ne suis
plus suˆr d’eˆtre mac¸on. Je ne peux t’enseigner
l’art de faire ces tas. C’est a` d’autres qu’il faut
demander.
Socrate – Courage, Domosoge`ne ! Je suis
certain que la solution se trouve sous nos yeux,
comme l’est de ce cote´ ce tas de sable, et de
l’autre cote´ ce grain de sable. Voici ce que je te
propose. Prenons un grain de ce tas et ajoutons-
le a` ce grain qui pour l’instant est solitaire.
Arrivera un moment ou` nous aurons le meˆme
nombre de grains aussi bien d’un cote´ que de
l’autre.
Domosoge`ne – Voila` qui est fait, Socrate. A`
gauche et a` droite se trouvent le meˆme nombre
de grains de sable. Pourtant, a` gauche, j’ai le sen-
timent qu’il s’agit toujours d’un tas de sable, et
qu’a` droite, ce n’en est toujours pas un.
Socrate – C’est vrai. Voici mon hypothe`se.
Peut-eˆtre que nous nous trompons depuis le
de´but. Nous avons voulu faire du tas quelque
chose qui de´pendait du nombre de ses e´le´ments.
Mais peut-eˆtre est-ce la` une ide´e errone´e.
Peut-eˆtre un tas existe-t-il inde´pendamment du
nombre des e´le´ments qui le constituent. Nous en
avons la preuve sous les yeux puisqu’un meˆme
nombre d’e´le´ments nous donne a` la fois un tas
et un non-tas.
Domosoge`ne – Voila` une hypothe`se que
je juge fort plausible et qui me re´jouirait si je
n’e´tais pas a` ce point meurtri d’avoir perdu au-
jourd’hui ma condition de mac¸on que j’estimais
tant.
Socrate – Quelle e´nigme ! D’une part
compter les grains de sable ne nous est d’aucun
recours pour de´terminer si un tas en est un ou
non. D’autre part, nous savons fort bien distin-
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guer ce qu’est un tas de ce qui ne l’est pas. Mais
dis-moi, Domosoge`ne, c’est donc que lorsque
l’on compte, on peut se tromper ?
Domosoge`ne – Il semblerait.
Socrate – Mais que lorsque l’on ne se
trompe pas, lorsque l’on connaıˆt avec certitude
qu’un tas en est un ou pas, on ne compte pas ?
Domosoge`ne – C’est ce qu’il se passe, en
effet.
Socrate – Ainsi l’erreur se trouve-t-elle
dans le [de´]nombrement. Mais dis-moi encore,
Domosoge`ne, comment comptes-tu ?
Domosoge`ne – Comment je compte ? Mais
par Zeus ! Je compte avec mes doigts. Je ferme
mon poignet, puis a` chaque grain, je de´plie un
doigt et je dis fort, 1, 2, 3, 4, 5. Puis je referme la
main et ainsi de suite.
Socrate – Se pourrait-il qu’il te manque un
doigt ?
Domosoge`ne – Comment donc, Socrate ?
Te jouerais-tu de moi ? Par Zeus ! Je connais
combien j’ai de doigts, je sais que j’ai le nombre.
Socrate – Mais comment le saurais-tu ?
Tu viens d’avouer que tu usais tes doigts pour
compter. C’est donc que pour compter tes
doigts, tu uses de tes doigts. S’il t’en manque
un, ou si tu en as en plus, tu serais bien en peine
de t’en apercevoir.
Domosoge`ne – Je conviens qu’il y ait la`
une difficulte´. Mais je me sais posse´der tous les
doigts ne´cessaires.
Socrate – Cela ne peut alors que signifier
que tu comptes tes doigts avec autre chose que
tes doigts.
Domosoge`ne – C’est exactement cela, So-
crate. Lorsque je compte mes doigts, j’ai dans
ma teˆte une main que j’imagine et que j’utilise
en lieu et place de ma main re´elle.
Socrate – Mais se pourrait-il que cette
main que tu as dans l’ide´e ne soit pas comple`te ?
Se pourrait-il qu’elle t’induise en erreur ?
Domosoge`ne – Je ne pense pas. Je de´fie
quiconque de compter mes doigts avec sa main
imaginaire et de trouver un autre nombre que
moi.
Socrate – Sans aucun doute, chacun trou-
vera le meˆme nombre. Vois-tu ce que cela signi-
fie ?
Domosoge`ne – Par Zeus, Socrate ! Mais
que j’ai 5 doigts !
Socrate – C¸a signifie surtout que chacun
posse`de en son esprit la meˆme main imaginaire
pour compter.
Domosoge`ne – Tu dis vrai.
Socrate – Et c’est de cette main, sans doute
un he´ritage d’He´phaistos, que chacun se sert
pour compter les grains de sable.
Domosoge`ne – Sans doute, oui.
Socrate – Voila` qui est plus clair. Lorsque
nous nous trompons sur la nature du tas apre`s
en avoir compte´ les grains, c’est sans doute que
nous les avons compte´s avec notre main usuelle.
Mais lorsque nous sommes assure´s qu’ici se
trouve un tas, c’est cette main que nous avons
dans l’ide´e et qui est commune a` tous qui nous
le fait saisir.
Domosoge`ne – Socrate, c’est pour ces re-
marques que je suis heureux de t’avoir pour ami.
Ton esprit voit tellement plus clair que celui des
autres.
Socrate – Pourtant, cette ve´rite´, c’est toi et
non moi qui la de´tenait. Je n’ai qu’aide´ a` la faire
sortir. Je suis comme la rhubarbe dont mon pe`re
se servait pour produire les laxatifs qui firent
sa renomme´e de me´decin [on sait que la me`re
de Socrate e´tait sage-femme]. Mais pour en re-
venir a` notre proble`me, il nous reste encore a`
de´terminer ou` se trouve cette main.
Domosoge`ne – Que veux-tu dire ?
Socrate – Cette main existe-t-elle comme
celles qui prolongent tes bras ?
Domosoge`ne – Certes non. Ces deux la`
sont bien re´elles. Alors que la main dont tu
parles n’existe pour ainsi dire pas et n’est visible
que par l’esprit.
Socrate – En effet, cette main est invisible
dans ce monde la`. Serait-ce que cette main existe
dans un autre monde qui ne soit accessible qu’a`
l’aˆme ?
Domosoge`ne – Je ne vois pas d’autre issue.
Cette main doit exister dans un autre monde.
Socrate – Par conse´quent, le tas re´el, celui
que nous discernons a` chaque fois sans peine
doit aussi exister dans cet autre monde.
Domosoge`ne – Sans doute.
Socrate – Et donc, le vrai mac¸on, qui est
celui qui reconnaıˆt les vrais tas, est celui qui a
acce`s a` ce monde ?
Domosoge`ne – Tre`s certainement. Voila`
pourquoi j’e´tais de´sempare´ tout a` l’heure.
Compter les grains de sable, c’est ce que font
les mauvais mac¸ons, et tu m’as entraıˆne´ dans ce
pie`ge, moi qui suis un vrai mac¸on.
Socrate – Peut-eˆtre, mais tu t’es tre`s bien
sorti de ce pie`ge. Tu e´tais le plus grand mac¸on
des Grecs. Voila` que tu es en plus poe`te et phi-
losophe.
Domosoge`ne – Philosophe ?
Socrate – Car le philosophe est celui qui
s’occupe des choses de l’autre monde.
Domosoge`ne – Dans ce cas j’en conviens.
Je suis le plus grand mac¸on de tous les Grecs, et
certainement le plus grand philosophe aussi.




Les piles de sable Kadanoff
Les mode`les de pile de sable sont une
sous-classe d’automates cellulaires. Bak et
al. les ont introduit en 1987 comme une
illustration de la notion intuitive d’auto-
organisation critique.
Le mode`le de pile de sable Kadanoff
est un syste`me dynamique discret non-
line´aire image´ par des grains cubiques
se de´plac¸ant de colonne parfaitement em-
pile´e en colonne parfaitement empile´e.
> p
Pour un parame`tre p fixe´, la re`gle
ci-contre est applique´e jusqu’a` at-
teindre une configuration stable,
appele´e point fixe.
A´ partir d’une re`gle locale
simple, de´crire et comprendre le compor-
tement macroscopique des piles de sable
s’ave`re tre`s rapidement complique´. La dif-
ficulte´ consiste en la prise en compte simul-
tane´e des modalite´s discre`te et continue du
syste`me : vue de loin, une pile de sable
s’e´coule comme un liquide ; mais de pre`s,
lorsque l’on s’attache a` de´crire exactement
une configuration, les effets de la dyna-
mique discre`te doivent eˆtre pris en compte.
Si par exemple nous ajoutons un unique
grain a` une configuration stable, celui-ci
de´clenche une avalanche qui ne modifie que
la couche supe´rieure de la pile, mais dont la
taille est tre`s difficile a` pre´dire car sensible
au moindre changement sur la configura-
tion.
En analogie avec un sablier, nous nous
inte´ressons en particulier a` la se´quence
des points fixes atteints par l’ajout re´pe´te´
d’un nombre fini de grains a` une meˆme
position, et a` l’e´mergence de structures
e´tonnamment re´gulie`res.
Mots cle´s : syste`me dynamique discret, pile
de sable, point fixe, structure e´mergente.
Kadanoff sandpiles
Sandpile models are a subclass of Cellu-
lar Automata. Bak et al. introduced them in
1987 for they exemplify the intuitive notion
of Self-Organized Criticality.
The Kadanoff sandpile model is a non-
linear discrete dynamical system illustra-
ting the evolution of cubic sand grains
from nicely packed columns to nicely pa-
cked columns. For a fixed parameter p,
the rule depicted on the left is applied
until reaching a stable configura-
tion, called a fixed point.
From a simple local rule, to des-
cribe and understand the macro-
scopic behavior of sandpiles is very
quickly challenging. The difficulty consists
in the simultaneous study of continuous
and discrete aspects of the system : on a
large scale, a sandpile flows like a liquid;
but on a small scale, when we want to des-
cribe exactly the shape of a fixed point, the
effects of the discrete dynamic must be ta-
ken into account. If for example we add a
single grain on a stabilized sandpile, it trig-
gers an avalanche that roughly changes only
the upper layer of the configuration, but
which size is hard to predict because it is
sensitive to the tiniest change of the confi-
guration.
In analogy with an hourglass, we are par-
ticularly interested in the sequence of fixed
points reached after adding a finite num-
ber of grains on one position, with the aim
of explaining the emergence of surprisingly
regular patterns.
Keywords : discrete dynamical system,
sandpile, fixed point, emergent structure.
c ©version 1.1 du 27 juin 2013.
